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I. 


Die  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattung, 

Von 

Herrn  Dr.  Heinrich  Wendlandt. 


Sturm  ^)  bemerkt  am  Schlüsse  seiner  in  der  Theorie  der  numeri- 
schen Gleichungen  Epoche  machenden  Arbeit:  ,,Memoire  sur  la  r6so- 
lotion  des  eqnations  numeri(iucs"  im  Artikel  21: 


^^' 


,11  cxiste  encorc  un  autre  moyen  particulier  de  former  les 
fouctions  auxiliaires,  aussi  simple  que  cclui  qui  a  <^t^  expose 
n**  1.  Quaud  on  a  doux  fonctions  cons6cutives ,  Vn-i  et  Im, 
on  pent  former  la  suivante  Tnfi,  en  divisant  Th-i  par  1», 
apr^s  avoir  oi-donne  ces  polvnomes  suivaut  les  puissances 
croissantes  de  r,  au  lieu  de  les  ordonner  suivaut  les  puis- 
sances decroissantes ,  commo  on  a  coutnme  de  lo  faire.  La 
division  donnera  un  quotient  de  la  forme  p-^-q-t^  et  un  reste 
divisible  par  x^\  en  changeant  les  signes  de  tous  les  tennes  de 
CO  reste,  et  le  divisant  par  ar*,  on  aura  la  fonction  Vu\\^  qui 
est  aiusi  liöe  avec  Th-i  et  In  par  la  rclation 

Ainsi,  pour  obtenir  V„^i^  on  peut  efifectuer  la  division  de 
r*i-i  par  Vh  de  deux  mani^res  differentes  en  ordonnant  ces 
polynomes  suivant  les  puissances  decroissantes  de  x,  ou  suivant 
les  puissances  croissantes.  La  combinaison  de  ces  deux  pro- 
c^des  donne  plusieurs  syst^mes  do  fonctions  auxiliaires  egale- 
meut  propres  a  la  r^solution  de  requation  r=0;  et  do  lü 
r^sultent  aussi  plusieurs  syst^mes  de  quantites  d6pendantes  des 
i  cocf&cients  de  cette  ^quation,  dont  les  signes  fönt  connaitre  le 

ftombro  de  ses  racines  reelles.'' 


W*ndlandti  DU  Stürmischen   Functionen  sweiter  Gattung, 


§   1. 

Es  sei 
eine  ganze  Function  7»ten  Grades  von  r,  und  gq  sei  =1,  so  dass  auch 

'■•'      -<')-('-7,)('-:j  •('-,:) 

ist,  wenn  mit  a-j,  a-g,  ...  a-«,  die  «i Wurzeln  von  -F(x)  =«  0  bezeichnet 
werden.  Es  soll  ferner  der  Coefticicnt  von  a-,  ^i,  als  von  Null  ver- 
scliieden  vorausgesetzt  werden,  damit  die  Constaute  ^o  ^^^  Diiferen- 
tialquoticnten  von  F{x) 

ilFixS 
F\^)  =■-  — /-■  ==  '>o+V+^3^^+  •••  +^'m-ia''*-i 

Äp  ^  0  ist.  Beide  Functionen,  F{x)  wie  F\x),  seien  nach  steigen- 
den Potenzen  von  x  geordnet. 

Die  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattung 

(2)  F(x),  F'(x),  F^{x),  ...  F,.-i(a-),  Fr{x) 

sind  dann  durch  das  folgende  System  von  Gleichungen  bestimmt: 

I(x)  z=q^,F\x)--x^.F^(x), 
F'(x)  =  q..F.(x)  -x'-.F^(x), 

(3)  F^(x)  =  (/;^ .  F:^(x)  -  x^' .  FJx), 


Fh-i{x)  =  qH,Fu(x)  —  x^.Fh^i(x)^ 

Fr-i{x)  =  fjf.Frix)  Ir^m  j 

Man  dividiro  F(x)  durch  F'{x),  bis  der  Quotient  (?i  eine  lineare 
Function  von  x  wird;  der  verbleibende  liest  stellt,  wenn  mau  noch 
den  allen  Gliedern  gemeinsamen  Factor  x^  absondert  und  das  Vor- 
zeichen wechselt,  die  Stürmische  Function  zweiter  Gattung  F^ix)  dar. 
Diese  ist  also  eine  ganze  Function  (zai  — 2)ten  Grades.  Allgemein 
giebt  die  Division  Fu-i{x)  durch  F„{x)  den  in  x  linearen  Quotienten 
q^  =  an-{-ßnX  und  einen  Rest,  der  sich  von  der  Ilülfsfuuctiou  Fn^i(x) 
nur  durch  den  Factor  — x^  unterscheidet. 

Gs  ist  bei  Aufstellung  des  Algorithmus  (3)  stillschweigend  vor- 
isetf  doss  bei  sämmtlichen  Resten  die  Coeäidewlevi  äiex  \iV^OGL%\fö^ 


Wendlandti  Die  SturnCy.chen  Functionen  zweiter  Gattu 


ng. 


Fi.)  =  (i  _  ^)  (i  _  -'!-) . .  (i  -  .i) .  n.) 

i^'(^)=(i--::^)(i-4;)-(i-£).'Aw 

wo  jetzt  unter  Ty{r)  eine  Coustante  zu  verstehen  ist.  Die  Functioueu 
T  sind  durch  dasselbe  System  von  Gleichungen  (3)  verbunden,  wie 
die  F"^  uud  daher  haben  sie  auch  die  in  den  Sätzen  1)  und  2)  aus- 
gcsprocbeuon  Eigenschaften.    Ist  ferner  xk  eine  f*  fache  Wurzel  von 

F{x)  =  0,  also  etwa  F{x)  =  (^—^J  */W'  ^^  ^^^^^ 


man 


oder 

für 

TU) 

F(x) 
F\x) 

Xk   ' 

1- 

X 
Xk 

XkJ 

T[xt  ±  u) 

F(xk  ± 
'  F\xt± 

_  ti 

—  « 

^    f'(xt-r 

'«) 

'     /'(n±a) 

Diese  Gleichung  zeigt  endlich,  dass  auch  -  -  negativ  für  a?=j-i  - « 

und  positiv  für  jr  =  oTt-j-a  ist,  wenn  man  a  hinreichend  kleine  Werte 
beilegt. 

Die  Zcichenroihe  der  Functionen  F.  F\  K  ...  /v  stimmt  aber  in 
der  Zahl  der  Zeichenwechsel  und  Zeichenfolgen  mit  der  der  Func- 
tionen  t;   7*1,   7*2  ...    7V  überein,  da  der  gemeinschaftliche   Factor 

( 1  — j  •••  (l I  die  Zeichen  nicht  ändert,  wenn  er  positiv  ist, 

ßio  alle  in  die  entgegengesetzten  verwandelt,  wenn  er  negativ  ist.  Wir 
können  uns  daher  stets  an  die  Zeichenreihe  der  Functionen  F,  F\ 
JFi  ...  Fr  halten,  einerlei  ob  die  Gleichung  F(x)  =0  nur  ungleiche 
oder  auch  mehrfache  Wurzeln  besitzt. 

Es  ergiebt  sich  also  allgemein  dies  Resultat: 

.JDio  Zeichenreihe  der  Sturm'schen  Functionen  zweiter  Gattung 
...  Ff  verliert  stets  dann  und  nur  dann  emcu  Zev^\i<^i^'^^0^^^> 


j 


(}  Wendlandt:  Die  S/unn  sehen  Functionen  ztreiter   Gattuntf. 

wenn  <liü  Variable  von  kleineren  zu  grösseren  Werten   übergehend 
einen  Wurzelwcrt  der  Gleichung  F[x)  =  0  passirt." 

und  als  eine  einfache  Folge  desselben  der  Sturm'schc  Satz: 

.,Ks  liegen  so  viele  verschiedene  Wurzeln  der  Gleichung  F(x)  =  0 
zwischen  den  reellen  Grenzen  a  und  h  (fi<C^)-i  als  die  Zeichenreihe 
der  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattung  für  x  =  b  Zeichenwechsel 
weniger  enthält,  denn  für  x  ^-^  «." 

Für  den  Fall,  dass  die  Gleichung  F(x)  =  0  gleiche  Wurzeln  be- 
sitzt, bleibt  noch  zu  ermitteln,  wie  vielfach  eine  aufgefundene  Wurzel 

derselben  n  ist.    Setzen  wir  T{x)  =  (l--^  W)  und  --     -=2'(x) 


so  ist 


nx) 


(•  -^.) 


xk  '   V       xk)  t(:x) 


Man  dividire  diesen  Wert  von   -,»,/-v  durch  den  oben  ermittelten  Wert 

T(x)  . 

von  y.7~x;  es  wird 


T,(x) 


xk^y    Xk)  fix) 

j-t  ^  \  -Xk)      t{x) 


also 

^^^  TU)  =  '"■ 

Um  die  Zahl  der  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  7*'(j^)=^ü 
überhaupt  zu  bestimmen,  muss  man  die  Zeichenreihen  für  x'=-\-(x, 
und  j-  -^  —  X  bilden;  in  diesen  beiden  Zcichenreiheu  haben  aber  die 
Functionen  dasselbe  Zeichen,  welche  mit  einer  geraden ,  die  das  eut- 
gegengesetzto  Zeichen,  welclu^  mit  einer  ungeraden  Potenz  von  x  be- 
ginnen. 

Im  vorlirnrciidon  Falle  ist  die  Zahl  der  Functionen  F,  F\  F^  ... 
F,  vollzählig,  ihr  Grad  also  abwechselnd  gerade  und  ungerade;  daher 
werden  die  Fnnctionon  abwechselnd  ihr  Zeichen  behalten  und  ver- 
ändern, das  heisst,  einer  Zeichenfolge  in  ( — a)  entsi)richt  ein  Zeichcn- 
wechsel  in  (-[-  x)  uml  umgekehrt.  Enthält  nun  die  Zeichenreihe 
(4"^)  /  Zeichenweehsel ,  mithin  w  —  /  Zeichenfolgen,  so  bietet  die 
Zeichenreihe  (—x)  m  —  i  Zeichenwechsel  und  /  Zeichenfolgen  dar; 


..k  .^' 


Für  den  Fall,  dass  die  Gleichung  F(x)  =  0 
sitzt,  bleibt  noch  zu  ermitteln,  wie  vielfach  eine 

derselben  xk  ist.    Setzen  wir  T(x)  =  M  —     jt{i 


so  ist 


T(x) 


(-r.) 


arjk    ""  \         Xk)  t(x) 


Man  dividire  diesen  Wert  von    „,.,  \  durch  den  ob 

T(x)  . 

von  Yü^)'^  ®^  ^^^^ 


also 


(4)  -,.(^^-j  =  ... 

Um  die  Zahl  der  verschiedenen  Wurzeln  Ha»»  f 
IberhauDt  zu  bn«*?*"«^'- 


?^v>'  ^  ■ 
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die  Gleichung  F(x)  ==  0  bat  m — 2/  reelle  und  2*  coniplexe  vorschic- 
dcmc  Wurzeln.    So  ergicbt  sich  der  Satz: 


n^ 


,Die  Gleichung  /  (j)  =  0  hat  soviel  verschiedene  Paare  com- 
plexcr  Wurzeln,  als  die  Reihe  der  letzten  Coefticienteu  der  Sturm- 
schcn  Functionen  zweiter  Gattung  Zcicheuwechsel  enthält." 

und  als  einfache  Folgen  desselben  die  weiteren  Siltze: 

1)  ..Die  Reihe  der  letzten  Coefticienteu  der  Sturm'schen  Func- 
tioncn  zweiter  Gattung  kann  hnchstens  „  Zeichenwechsel  haben.*' 

und 

2)  „Die  Gleichung  F(x)  =  0  hat  nur  reelle  Wurzeln,  wenn  die 
letzten  Coefiicienten  der  Sturm'sch(m  Functionen  zweiter  Gattung 
sammtlich  positiv  sind.** 

Die  erste  und  zweite  der  oben  von  den  Functionen  F„(x)  nach- 
gewiesenen Eigenschaften  bcsti'hcn  noch  fort,  wenn  statt  F^(x)  als 
erster  Divisor  irgend  eine  ganze  Function  (m— l)ton  Grades  F^ix) 
verwendet  wird;  es  ist  nur  vorauszusety.en,  dass  F^(x)  mit  F(x)  keinen 
gemeinsamen  Factor  habe,  wenn  alle  Wurzehi  von  F(x)  ^  0  ungleich 
sind,  —  dass  der  grösste  gemeinsame  Factor  von  Fj(j)  und  F{x)  aber 

=  (l 1(1 1  ••(l —     1    ist,    wenn    die   Wurzeln   a-,+i, 

\  a^r+l/V  a-rf2/       \  arm/  ^ 

xr^2^  ...  xm  Wiederholungen  der  von  einander  verschiedenen  Wurzeln 
ar,,  ar«, ...  Xf  sind.  Stimmt  ausserdem  für  alle  reellen  Wurzelwerto 
von  F(x)  =  0  F^{x)  mit  F'(x)  im  Vorzeichen  überein,  so  besitzen  F 
und  Fl  auch  die  in  3.  angegebene  Eigenschaft,  und  es  bleibt  daher 
für  die  aus  F  und  /\  abgeleiteten  Sturm'schen  Functionen  zweiter 
Gattung  der  Sturm'sche  Satz  gtlltig  *). 

Die  wirkliche  Herstellung  der  Sturm'schen  Functionen  zweiter 
Gattung  durch  wiederholte  Division  nach  dem  Schema  (3)  würde  sehr 
mühselig  sein.  Man  bedient  sich  zweckmässiger  folgenden  eiufaclien 
Verfahrens-),  welches  Herr  Prof.  Stern  in  seiner  Vorlesung  „Die 
Theorie  der  numerischen  Gleichungen"  zu  entwickehi  pflegt. 

Es  sei 

F(x)  =  aoo  +  ^'üi^  +  ^o2i^^+  -  +ftomo:'"  und 
F^ix)  =-  «,o  +  flu  x+  «i2i^-+  •••  +^im-ia:»*-i, 
SO  wird  der  Quotient 

(Zi  =  ■    H —2 ^, 

vtid  CS  kann,  wie  eine  leichte  Rechnung  zeigt,  F^(x)  in  die  Form^) 
!tKt  werden 


w-y*i 


20  Wendlandt:   Die  Sturm^Jichen  Functionen  zweiter  Gaiiung, 

und  verstehen  unter  Tj(x)  einstweilen  eine  beliebige  ganze  Function 
(r— l)tcn  Grades,  die  jedoch  mit  F(x)  keinen  gemeinsamen  Factor 
haben  darf. 

Das  System  (3)  giebt  diese  Gleichungen 

FM  _  x^ 

F\{x)  -  ^^  ■" 


F\(x)  a-« 

F,(x-)  -  ^«  - 


\F,(x)) 


Fr-^2{x)  X^ 


Fr-l{r) 


Fr-A(x)  _ 


\  Fr{x)   ) 


aus  denen   sich  der  Stnrm'sche  Kettenbruch  zweiter  Gattung  zusam- 
mensetzt 

(6)  l(^^^JA^,^-'       ,2 

5a  —  .  o  _ 

*    .  —  -  •       (r  "::  m), 

oder  mit  Zuhülfcnahme  der  Stem'schen  Bezeichnungsweisc ') 

F(x)  _  T-M  __  .,       , 
F,(x)'-T,(x)^'^^'^'^'^' 

Zugleich  sieht  man,  dass 


und  folglich 

C';         y    =(7i(?r;      -y,    — (?2<Zr;      ...    y  =^qn\\qr\      ...  -y,-=   (/r 

ist.    Es  besteht  aber  allgemein  die  Relation  qnqr  ===  qrqn  und  daher 
folgt  aus  (7) 

\p)      f  =  qrqi't    rp  ==  qrq^\    ...  yv  =»  (Zr<?«+i;    ...  -y-  =  r^r. 


-.T 


*-1 


■T 


Wemdiandt:  Die  Sturm\cJten   Functionen  zweiter  Gattung,  \\ 


Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Verhältnisso  der  bei  der  Kut- 
wicklang  des  Eettenbracbs  /(<y,  qr)  auftretenden  Reste  zu  dem  letzten 
onter  ihucu  d.  i.  der  Functionen  —'1\  —  jTj,  —1\^  ...  —  7V  zu  der 
Constanten  —'/V  gleich  sind  den  Zahlern  der  Näherungswerte  von 
f{qrqr\  diese  in  umgekehrter  Folge  genommen. 

Die  Division  durch  die  Constaute  7V  beeinflusst  die  Zahl  der 
Zeichenwechsel  und  Zeichenfolgen  in  der  Zeichenreihe  von  T^  7i,  7«, 
...  TV  nicht,  daher  der  Satz 

1)  „Die  Zähler  der  Näherungswerte  von  f(qrq\)'  qrq\\  qrqt\  *-- 
*jrqr~i\  qr]  Ij  siud  der  Reihe  7\  7',,  7^, ...  TV,  also  nach  §  1.  auch 
der  Reihe  F,  /'„  /*,, ...  Tv  äquivalent,  d.  h.  beide  weisen  für  denselben 
reellen  Wert  von  x  die  gleiche  Zahl  von  Zeichenwechseln  auf." 

Die  Coefiicienten  rr,i,  ß»  des  Quotienten  q»  nehmen  um  so  coni- 
plicirtero  AVerto  an,  je  grösser  n  wird;  es  ist  deshalb  für  die  i)rak- 
tischc  Berechnung  von  Bedeutung,  dass  der  so  eben  für  die  Zähler 
der  Näherungswerte  von  fiqrqi)  bewiesene  Satz  auch  für  die  Zähler 
der  Näherungswerte  von  jOhqr)  gültig  ist.  Man  sieht  zunächst  aus 
den  Gleichungen,  welche  den  Zusammenhang  zwischen  den  Zählern 
der  Näherungswerte  von  /((/j  qr)  ausdrücken. 


qiqn{i  =  qnll-qiqn  —  x^'qiqn-l 


QlQr  =-  (Zr-^l(?r-l  — aJ*.(y,(/r-2, 


dass  die  erste  und  zweite  der  für  Sturm'sche  Functionen  charakteri- 
stischen Eigenschaften  auch  von  der  Functionenreihe 

gelten.  Fenier  hat  die  Gleichung  q^  qr  =  0  dieselben  Wurzeln  wie 
I^U)  =  0,  da  beide  Functionen  qiqr  und  'r(x)  sich  nach  Gleichung  (7) 
nur  durch  den  constanten  Factor  Tr  unterscheiden,  und  endlich  ist 
in  Folge  der  Relation 

auch 

^  ^^  J.  ^  ?L?£  ^  dlQr-l.qiqr  ^      //,  qr--l.qjqr_ ^ 

^1    "  ^1      qn qr  ~"  qi  qr-i  •  q^  qr  ^  x'^^"'^^ + qt  qr .  q^*  qr-i 
licte  GleicbuDg  zeigt  aber,  dass  das  Produci  aiar-\.<ii(ir  xivA  ^^\sci\. 


l(j  WendlanJt:  Die  StuntCtchtn  Functionen  zioeiter  Gattung, 

a.^(n-l) {/'„(a-)  .<jr„_i  —  ^«,.„ . q^q,, «1}  =  Fix)\'Vn^l  .<Zi2n-l  —  9"-! -dfslZM-l} 

Die  liuke  Seite  dieser  Gleichung  ist  teilbar  durch  a^i"-!),  die  rechte 
enthält  dagegen  höchsteiw  den  Factor  a^"-3,  da  F(x)  nach  Voraus- 
setzung (§  1.)  nicht  durch  x  oder  eine  höhere  Potenz  von  x  teilbar 
und  der  Klammerausdruck  rechts  nur  vom  Grade  2)*  — 3  ist.  Es 
müssen  also  notwendig  beide  Seiten  der  letzten  Gleichung  =  0  sein, 
und  daraus  ergiebt  sich  der  in  den  Gleichungen  (12)  ausgedrückte 
Satz,  dass  die  Functionen  ^,  q>  und  t/;  sich  bez.  von  Fu{x)^  5i(Z"-i 
und  (/of/w-i  nur  durch  ein  und  denselben  coustanteu  Factor  unter- 
scheiden können. 

Der  gemeinsame  Factor  von  F(x)  und  i'\(u.) 

\  ^r+\)\  J'r\^ll         \  X,nJ 

ist,  wie  die  Gleichung  (11)  zeigt,  auch  ein  Factor  von  ^m-u]  wir 
setzen  daher 

&n,-.u{x)  =  (l  --  ""-)  (l  ^      ~)    ..  (l  --V  Or^uij) 

und  haben  dann  statt  (11)  die  reducirte  Gleichung  zu  lösen 

(11*)  i».-2(«-i)0,-,.(a)  =  7,U') .  cr«-i(a-)  —  T(x)  .t(;„-2(a-) 

Diese  ist  entsprechend  der  Gleichung  (10*)  nur  gültig  für  7i  =  2,  3,  ... 
r-f-1,  wenn  man  für  n  =  r-j-1,  0,-«  gleich  Null  setzt;  sie  verliert 
ihre  Bedeutung  für  n  -^  0  und  »i  =  1. 

Wir  nehmen 

0,.(.)-.r(.)=(i-^3(i-:-)...(i-:.) 

und 

0,-i(x)  =  T^{x). 

TJx) 
Die  Partialbruchzerleguug  des  Quotienten  t,./,  t  liefert  die  Formel 

1  {XJ 

T{x)  ^iT'(x^)'  ^_x' 

in  welcher  der  erste  Partialbruch  als  Bildungstypus  für  die  übrigen 
hinter  das  Summenzeichen  geschrieben  ist.    Bezeichnen  Avir  den  Quo- 

7'  (xk) 

tienten  yr^  ■  zur  Abkürzung  mit  n 
1   (xk) 


k*T 
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SO  wird 

(13)    Sr-iix)  =  y\(x)  =  -^l\'  r^^"-.- 

Wir  BCtzcu  ferner  nach  Analogie  mit  den  Sylvester'schcn  Functionen  2) 
nur  xk  mit  —  ,   n  mit       vertauschend, 

Xk^  Xk 

e,_.(x)=(.-i)»z^-'*dp-MYi-')(i-'i)...(i-'-). 


e, 


Hod  allgcmoin 


von 


Hier  ist  6\ •••-  )  das  Product  der  sämmtlichen  Differenzen 

je  zwei  der  Grössen  -•      »  •••  --    und  das  Summenzeichen   bezieht 
sich  auf  alle  Combinationsformen  der  nten  Classe  aus  den  Elementen 

Entsprechend  der  Formel  (14)  setzen  wir 

(15)  «..-(x)=(-i)-^,^*eS-:-;x 

x<i^-...-^y(i-^-)(i-^)...(i-^-) 

\a:ia-2       a-„_|/    \         x^J  \        xj       \         Xu-iJ 

besonders  auch  mit  Rücksicht  darauf,  dass,  wie  bei  den  Sylvester'schen 
Functionen  die  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  von  x  in  0,-,i 
und  «Tm,  so  hier  die  constanten  Glieder  von  Sr^u  und  q>n  dieselben 
Werte  haben. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  unter  Zugrundelegung  der  Werte 

(14)  und  (15)  für  S  und  g>  die  Differenz  a^<*»-^>ör-n(ip)— 7\(a;).(rn-i(a:) 

durch  T(x)  teilbar  ist;  hierzu  genügt  aber  der  Nachweis,  dass  jene 

ifferenz  für  irgend  einen  Wurzel  wert  von  F(x)  =  0,  etwa  für  x=x^ 

diwindet,   da  sie  eine  symmetrische  Function  der  Wurzeln  x^, 

->  darstellt    Man  findet 


18 
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und 


ir,irg...a-H     \a"ia-i      ruß   \         ru\l/       \        Vr) 


^1  \         «•«/       \         a'r/ 


■^^     ^^"^1  :r,-AH-l) 


daher  a-i2f"-i)Ö,_M(a-i)  =  7\(a-,).<3r„-i(a-i)  w.  z.  b.  w. 

Es  ist  also 77,7- X— eine  ganztj  Function 

i(a-) 

und  zwar  (n  — 2)tcn  Grades;  damit  ist  aber  bewiesen,  dass  die  Aus- 
drücke (14)  und  (15)  die  Gleichung  (11*)  befriedigen. 

Man  bemerke,  dass,  wenn  die  Wurzeln  r,+i,  irr|2, ...  »•„*  Wieder- 
holungen der  unter  einander  verschiedenen  Wurzeln  o-j,  a-^, ...  ^r  sind, 
und  nur  unter  dieser  Voraussetzung,  für  solche  Werte  von  ?i,  welche 
>r  sind,  die  Ausdrücke  für  ^m-n  und  cp«  identisch  =»0  werden. 
Umgekehrt  zeigt  also  das  Verschwinden  der  letzten  oder  mehrerer  der 
letzten  Functionen  O  und  9>  das  Vorhandensein  gleicher  Wurzeln  an. 

Die  Werte  (14)  und  (15)  für  die  Functionen  ^  und  <p,  welche 
wir  die  Sylvester'schen  Functionen  zweiter  Gattung  nennen  wollen, 
kann  mau  noch  in  eine  andere  Form  setzen,  wenn  man  beachtet,  dass 

«(m  -1) 

ist.    So  findet  man  leicht 


(14*) 


Ö,-»»fr)         ^,n-n(ir) 


T{:x) 


F{x) 


-  Zi^E^  ...  in  (^jjrj...~;„)*H-l)-(;,_a.i)(a:  — a-,)...(;c---XHJ 


X 
Xh 


i>v- 
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(15*) 

/  \        V  o(irjarg...a'fi— i)        ,  ,  .  . 

yb-l(x)  =  -2^f,f2...f„-l  j^  — ---~_^2(«-l)•(*"'^l)•(^~'2)•••(^~^»'-l)• 
E8  bedarf  zur  Lösuug  der  Aufgabe,  Fti(x)  und  (/i(/u-i  selbst  durch 

die  Wurzeln  der  Gleichung  F{x)  =  0  darzustellen ,  noch  der  Bestim- 

mang  des  constauton  Factors  Am.i.    Mau  erhält  zunächst,  wenn  mau 

aHB  den  beiden  Gleichungen 

x2("-l).^,«-„(ar)  -  F^(x).q}n^i(x)-^F{x),y\>n-2{x) 
a2«.^«,_„-l(ar)  =  F\{x) .  q>n{x)  —  F(^x) .y\>n^i(x) 

die  Function  F^{x)  eliminirt  und  auf  der  rechten  Seite  des  Resultates 
für  9  und  1^  ihre  Werte  aus  (12)  substituirt, 

—  F(x) .  Xu .  A„-i  { q-^q» -1 .  q^q»  —  5i(Zn  •  (Z2(/m-1  } 

oder  nach  einer  schon  im  §  2.  benutzten  Formel  aus  der  Theorie  der 
Kettenbrüche 

«ar»-l)  {^«««(ar) .  (pn{x)  -  xK^,n--n^i(x) .  (pu^i{x)  ]  =  F(x),Xn .  An-l.ar^r«-!) 

Heben  wir  den  Factor  x2(»-i),  und  setzen  «=0,  so  reducirt  sich 
I(x)  auf  das  constante  Glied  oq^I,  und  wir  erhalten 

Ah  .  A„-l  =  ^m-«(0)  .  qp«(0) 

oder 

(16)  An.A«-!  ==•^i^ 

wenn  die  Constante 

O«,-..(0)  =  9n(0)  «  (-l)«^^!^^:::^.  4^-  ^-  ..  iy 

mit  ^»1  bezeichnet  wird.    Die  Recursionsformel  (16)  gestattet,  An  durch 
die  Grössen  |n,  |n-i,  ...  fi  und  Aq  auszudrücken;  nach  Gleichung  (13) 

ist  aber  fi  =  —  2:  *  und  ^m-i(a;)  =  Fi{x\  also  Aq  ==  1,  daher 


<.  -  ä.'  -  (-  ^  a' 


fc  2  Jr  2^  2 

j     f2  2     ll_  3_ 

A2-f^2  5  ^3  — -{^2 

«nd  allgemein^) 


^* 
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Da  (lio  ruoftu'ieiitoii  von  F(x)  rooU  sind,  so  sind  auch  die  Grössen 
S  reell;  denn  sie  sind  rationale  synnnetnseho  Functionen  der  Wurzeln 
;rj,  j-^,  ,..Xf  und  demnach  auch  rationale  Functionen  der  Coefficicutcn 
von  F(it), 

Es  unterscheidet  sich  also  <>«,-m(u-)  von  F(x)  und  qri,-i(j)  von 
(]\qti-\  nur  durch  einen  von  x  unahhUngigen ,  wesentlich  positiven 
Factor  A^-i,  so  dass  wir  mit  Rücksicht  auf  den  Satz  2)  des  vorigen 
Paragrai)hcu  deni  neuen  Satz  aussprechen  können: 

„Besitzt  /'i(:r)  für  alle  reellen  Wurzelwertc  von  F{x)  -=0  mit  F'(x) 
gleiches  Vorzeichen,  so  können  die  Sylvester'schen  Functionen  zweiter 
Gattung 

oder 

den  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattung  substituirt  werden." 

In  denj  hesonderen  Falle  F^ix)  =  F'{x)  drückt  (Gleichung  (4))  n 
aus,  wie  oft  x^  unter  den  Wurzeln  von  F{x)  =-^  0  vorkommt,  und  man 
kann  dann  statt  der  Formeln  (14)  und  (15)  sich  der  folgenden  be- 
dienen 

(18) 

X  ('-;)-(i-;;:0' 

wenn  man  nur  die  Summe  auf  alle  Combinatiousformen  /«ter,  bez.(n— l)ter 
Classe  aus  den  m  Elementen  :r,,  Xj,  ...r,„  erweitert.  Denn  diese  neuen 
Ausdrücke  stimmen  mit  (14)  und  (15)  unmittelbar  für  den  Fall  über- 
ein ,  dass  sämmtliche  Wurzeln  der  Gleichung  F{x)  =  ()  verschieden 
sind ;  enthält  aber  die  Gleichung  F(x)  =  o  mehrfache  Wurzeln ,  so 
verschwinden  in  den  obigen  Summen  so  viele  (ilieder,  dass  man  auf 
die  früheren  Formeln  (14)  und  (15)  zurückgelangt. 

Der  Coefticient  der  höchsten  Potenz  in  {>„,_„  ist 

(-1)'"  ^       ./i  1    1  y 

der  in  g-nC-c)  ist 


'.     .A 
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Es  i^ebt  also  die  Anzahl  der  Zeichcnwechsel  in  der  Reihe 
(19)1;    2:..;    -^V^agjj*;    ...^v..-.^Cj;...JJ 


wie  in  der  Reihe 


(20)     1,      X%;     zYVf-'Vj     ...i^-r-V-^<»  (-'... 'V 

nach  §  1.  die  Zahl  der  verschiedenen  complexen  Wurzel  paare  von 
F{x)  =  0  an  *) ;  beiläufig  kann  man  hieraus  die  Folgerung  ziehen, 
dass  die  Grössen  (19)  und  (20)  äquivalente  Zeichenreihen  bilden. 


Litteratnr. 

1)  siehe  Sturm  §  2.,  2) 

2)  Sylvester:  „Memoir  on  Rational  Derivation  from  Equations  of 
Coexistcuce*'  (Philosophical  Magazine  December  1839,  pag.  438.) 
drückt  zuerst  die  Sturm'sche  Function  Fh{j:)  und  q^qu-i  durch  die 
Worzclii  von  F(x)  =  0  aus.  —  In  seiner  „Theory  of  the  Syzygetic  rela- 
tions^^  (siehe- §  1.  3))  behandelt  Sylvester  den  all;:omeinon  Fall,  dass 
der  erste  Divisor  eine  ganze  Function  beliebigen  Grades  ist  (Section 
II) ;  er  specialisirt  die  allgemeinen  Formeln  in  Section  III,  besonders 
im  art.  35  und  3G. 

3)  Hattendorf  stellte,  wie  schon  in  der  Einleitung  hervorgehoben 
wurde,  die  Formeln  fttr  den  Fall  auf,  dass  F(x)  =  0  auch  mehrfache 
Wurzeln  enthalte. 

§4. 

Im  letzten  Paragraphen  sind  die  Ausdrücke  für  die  Functionen 
^  und  <p  nach  Analogie  mit  den  Sylvester'schen  Functionen  aufge- 
stellt, und  es  ist  nachträglich  gezeigt,  dass  sie  der  Functionalglei- 
chung  (11*) 

genügen.    Man  kann  aber  auch  direct  von  dieser  Gleichung  aus  die 
Werte  von  ^  und  i^  ermitteln. 

Aus  (11*)  folgt  nämlich,  dass  für  x  =  ;r„  x^ ...  xy 

x2^»-i)e.-„(x)  =  r,(x).TH-i(^), 
vithin 

Sr-n(x)  __    7\(x) 
(Ph-1(x)  •"  i2(H-l) 
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Es  sind  uns  also  von  der  gebrochenen  Function  n  ==  --~--,z   r  bo- 
sondere  Werte  bekannt 


(21) 


w, 


?*3  = 


-/^«(^ä).. 


a-.-*(»-l) ' 


. .  •    Ur  ~~" 


a-,2(n-l)- 


und  diese  bestimmen  sie  vollständig-,  denn  ihr  Zähler  ist  vom  Grade 
r — 74,  ihr  Nenner  vom  Grade  n — 1,  somit  überhaupt  r-f-l  Constanto 
unbestimmt,  von  denen  eine  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden  darf. 

Die  Function  u  ist  nun  gegeben  durch  die  von  Cauchy ')  aufge- 
stellte Interpolationsformel,  welche  für  den  Fall,  dass  der  Zähler 
eine  ganze  Function  (r  —  »Oten,  der  Nenner  eine  ganze  Function 
(n  — l)tcn  Grades  ist,  folgende  Form  annimmt: 


(22)       H  = 


^U^.U^..,Uu 


(ar— ar»  n)(a;— r„+2)...(a:— ari) 


^?tj.?/jj...M,»-.l.  :- 


(rt~^_n  hlU'i^i — a^r)...(a*»i— a'„+i)...(ir„—Äv) 


.f, 


(iTj — Xu)'..(ri — xr)..  (a-,1-1— a-„)...(a-H-i-irr) 
Hier  ist  (Gleichung  13)) 

,.,.,  „=,5£;,._^.,.,i,4,_2)(>-S)-('-2) 

(Xj  -7_f2)  (/i  — ^n)_i-  •  Ui—i^r) 

also 

n^u2^jt„.(x--Xt,jj)...(x--x,)  _  ( — 1)»" 

(a-iir2...a-„)-("-l)    ■■ 
(—1)"'         f,f2...f« 


(a-jXj,..a'r)"~^  a-|a'2...r,4 


X 


Vi^fl        ar,i/      ^  \  Xn\.lJ        \  Xr) 


und  dem  entsprechend 

f*^.Tt.,...?*i,_l.(ir, — a:)f:r2 — x).„{xh-\ — x) 
(j-j— ;r„)...(j-i— y,)...(Xn-.l— r„)...(j'n_i — Xy) 

ö 


/__!)(« -1).-  ^"-i)'.".-^) 


x('-ä(-:;)-(>-..T.) 
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'ir  sehen  von  dem  Zähler  and  Nenner  gemeinsamen  Factor 

(w-l)(>*~2) 

—-- ab;  dann  behält  der  Zähler  den  Factor 

( — !)''.(— l)*-^.(—l)''-'*  =  —  1  und  wir  finden  schliesslich 

^?i£irJ=    4Ll-...iy    .(i_-?-.V..(i-*-) 

^M^.^,/ri. ...  .i-y.(i_?:j... (i-.*-.) 

a-jj-,..j'»~i    \x^x^      Xh^iJ     \        xj       \        xm^iJ 
Da  aber  fQr  n  =«  0  öfw»(a;)  =  T(x)  ist,  so  müssen  wir  setzen 

(.0,  «,.^«,-,-.,..xl;i-j;.a(U_...i.)'x 

x(>-j:r.)-(-7.) 

«nd  daher 

^,_,{x)  =-  (-l)-iZ  fifi:::f?l=l .  a  A  1_  ...     LV 

<Uc8  sind  die  in  (14)  und  (15)  für  ^  und  (p  aufgestellten  Ausdrücke. 

Es  wird  sich  später  bei  einem  anderen  dirccteu  Verfahren  zur 
Ermittelung  der  Functionen  ^  und  q)  zeigen,  dass  man  zuerst  den 
Wert  von  9  findet.  Setzen  wir  aber  die  Function  tp  als  bekannt 
voraus,  so  kann  mau  ^  durch  folgendes  Verfahren')  bestimmen, 
welches  nur  aus  dem  Grunde  schon  hier  seinen  Platz  findet,  weil  es 
für  die  Function  ^,  gleich  den  vorhergehenden  Methoden,  ihren  Aus- 
druck durch  die  Wurzeln  x^,  x^.  ...  xr  giebt.  Man  kennt  nach  der 
Lagrange'schen  Interpolationsmethode  die  Function  Sr-.n(x)^  deren 
Grad  r—n  ist,  wenn  ihr  Wert  für  r— n+l  Werte  des  ac,  etwa  für 
x=^x^  a;«=a-Mfi,  ...  x  =  xr  gegeben  ist  Nach  (11*)  ist  für  jede 
Wurzel  xk  der  Gleichung  T(x)  =  0 

es  ist  aber  nach  (13) 

-.<-) — i:('-'^)('-a-('-^,)  •(-.:;iM'-:;) 

1  BACb  (15) 
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Diese  Gleichung  zeigt,  dass  der  Ausdruck 

x-i)»z^'^:^ö^y  j  y(i  -- ^)  (i  -  -^- ) ...  (i  - '-) 

für  die  r— n-j-1  Werte  von  a::a;  =  a-n,  =  ifufi,  =  a:ni2,  ...  x  =  Xr 
mit  0|— h(j^)  ttberciustimmt,  und  da  er  eine  ganze  Function  vom  Grado 
r  —  n  ist  so  ist  er  also  auch  der  Wert  von  Sr-u{x), 

Litteratur: 

1)  Cauchy:  „Analyse  algebr."  pag.  528.  —  Liouville  hat  zuerst 
auf  die  Benutzung  der  Cauchy'schen  Formel  zur  Bestimmung  von  ^ 
und  q>  aufmerksam  gemacht  (siehe  die  in  §  2.  2)  erwähnte  Abhandlung 
von  Sturm  pag.  3G1). 

2)  Ich  verdanke  diese  Methode  einer  Mitteilung  des  Herrn  Prof. 
Stern;  man  hat  dieselbe  bei  der  Sylvester 'sehen  Function  O  noch 
nicht  in  Anwendung  gebracht;  dies  kann  aber  in  ganz  ähnlicher  Weise, 
wie  hier,  geschehen. 


§5. 

Es  ist  unsere  weitere  Aufgabe,  die  Functionen  ^  und  q>  zu  er- 
mitteln, wenn  nur  F^ix)  und  die  Gleichung  F(x)  =  0  gegeben  ist, 
deren  Wurzeln  uns  unbekannt  sind.  —  Man  löst  diese  Aufgabe  am 
einfachsten,  indem  man  in  das  System  von  Gleichungen  (3)  für  Fn(x) 

seinen  Wert  aus  (12)     *?— - —  substituirt;  dann  geht  die  Gleichung 


Fn-l(x)  =  qu.Fn{x)—X^.F„^l{x) 


über  in  die  andere 


^m-ii^^l 


Vm—H 


^  Ohi_m--1 

Am— 2  An— 1  ^H 


oder  durch  Multiplication  mit  Xn-2'K-i'^n  in 

^n-l.^H-^m-Mjl  =  Ah-2  .  An .  ^H .  ^m— H  —  X*.  Am-2.  Aw-l  .^m— n— 1 


^i^-^':"^.^- 
k 
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wir  ry« .  iln .  Ah-2  =  Qu,  spccicll  </, .  Aj  =  Q^ ,  f/2 .  Ag  =r  y^ ,  und 
beiditcn,  dass  nach  (17)  allgemein  X„-i.Xn  =  l»«^  ist,  so  wird 

Bnd  daher  der  Algorithmus  für  die  ^  dieser: 


(23)  |H*.^«-Hfl(x)  -  (?n.^m-«(x)  -  a:^.?„-i^^^-H-l(a:) 


|r*.^«-rf  l(x)  =  Qr.^w-rW 

Um  also  aus  zwei  auf  einander  folgenden  Functionen  Om-n+i  und 
^m^M  die  nächste  Om-w-i  zu  bilden,  multiplicirc  man  ^m-Mfi  mit 
f»*  d.  i.  mit  dem  Quadrat  des  constanten  Gliedes  von  ^„t-»  und  divi- 
£re  dieses  Product,  welches  man  nach  wachsenden  Potenzen  von  x 
<Hdiiet,  durch  die  ebenso  geordnete  Function  Om-u.  Der  Quotient 
ist  eine  lineare  Function  von  x  und  der  Rest  gicbt,  durch  —  x^|„-i=* 
dividirt,  die  ganze  Function  (m  —  w  —  l)tcn  Grades  Om-u-i(x).  Diese 
Regel  gilt  von  n  =>  1  an. 

Die  Recursionsformeln  für  die  <p  ergeben  sich  genau  in  derselben 
Weise,  wenn  man  von  der  Relation 

ausgeht.     Substituirt  man   in   in   dieser  (7,5»  =  —, — •    multiplicirt 
wieder  beiderseits  mit  An-2.An-1.An,  so  wird 

f  M-i*.  Tm  =  Qm  •  T«-  -1  —  **  •  Im*«  9m— 2 


also 


(24) 


li*  qP2(x)  =  Q2.9>i(x)  —  X-. J/. ^»0 W 

In-i*.  <rM(ic)  ==  Qn-Vw-lCic)— a'=».|„='.<;rH-2(a:) 

|r-l^.qPr(«)  =  Ör.  9r-l(«)  -—  iC^.  |r^.  qPr-2(-r) 

Ersetzt  man  endlich  in  der  Gleichung 
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q^qn  durch  —. »  80  erhält  mau,  wio  oben 

*«— 1 

Der  Wert   von   %(x)   ergiebt   sich  aus   dem  Vergleich   der  beiden 
Gleichungen 

ic\ 9,H-^2(x)  =  q>i(x) . Fj{x)  —  ilfQ(x).F{x)    (nach  (11)) 
x^.  ^m-.2{x)  =  Qi .  ^,n-i{x)  -  fi«.  &m{x)    (uach  (23)) 

nämlich  tpo(x)  =  li*  und  daher  ist  die  vollständige  Reihe  von  Glei- 
chungen für  die  Functionen  t/; 

l,'.t^i(a:)=  Q2'%(x) 

I2*.  *3 W  «  Qa .  t^i(x)  -  x*.  f 3«.  %{x) 


(25) 


fH-l*.t/;,.-l(a:)  =  Q« .  V;M-2(a?)  —  X*.  I»^.  V'n-3(fl:) 
|,.-.l2.tf;r_l(a!)  =-  Qr.l/'r-2(a-)  — Ä*.5r*.'^r-3(jc). 

Litteratur: 

Die  Ilccursiousformeln  für  die  Sylvester'schen  Functionen  giebt 
Sturm  im  Schlussparagrapheu  seiner  Arbeit  (s.  sub  §  2.  2). 


§  6. 

Die  im  Eingänge  des  vorigen  Paragraphen  gestellte  Aufgabe,  die 
Functionen  O  und  tp  zu  bestimmen,  wenn  nur  F(x)  und  F^ix)  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden,  liisst  sich  auch  dadurch  lösen,  dass  die 
d"  und  q>  durch  die  reciproken  Potenzsummon  der  Wurzeln,  also 
mittelbar  durch  die  Cocfficienten  von  F{x)  und  F^ix)  allein  aus- 
gedrückt werden. 

Wir  müssen  zu  diesem  Zwecke  auf  die  Gleichung  (14)  zurück- 
greifen, aus  der  folgt 

Es  ist  aber  (vergl.  Baltzer,  Determinanten.  §  10.  1) 


J-.JL 


"  ■  I- 


'^,^ 
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Vi  '2        '«/ 


1 

^1 


1 
1 

1 

0*2 


1 
1 

1 


,r   W  — l 


H-l 


a-M 


1 

H-1 


und  femer 


f I  f «  ...  ff» 


3*2X2  ...Xw 


0 -:.)(-:.)  ■••(-I) 


^ 1  _    h   hh_:-fn  ^  /l  1       1  \ 

.  _  a;    x,"  r2Xg...j-„       \a-2  x^  "*  a-,,/ 


r 


d.  i. 


ft 

^2 

•  •• 

in 

'1 

a-2 

iTn 

«1 

^2 

fn 

',* 

^2^ 

•  •• 

rj 

'1 

<» 

in 

'i"- 

-1 

a-»"- 

1 

•  •• 

a-,."-* 

«J 

^2 

in 


^■■(-;)'.-('-ö"-('-^.); 


mithin  nach  dem  Maltiplicationsthcorcm 


^1 


-^2 


...    JCm 
...   J\n-\-l 


(_i)».z 


-y«-i 


t 
-r      -S- 


...   Ajn— 2 
f 


■-;,(i-;)'-„..«(i-^,)-'v.-.(i_i): 


a-i*   '   X,*   '  X«* 
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Diese  letzte  Determinante  zerfällt  in  ?»♦*  Determinanten,  die 
sämmtlich  identisch  =  0  sind  mit  Ausnahme  der  1.2...  w  Deter- 
minanten, welche  man  aus  der  folgenden  durch  Permutation  der  In- 
diccs  1,  2,  3, ...  n  ableitet: 


i  fi 


X. 


1  ^1 


n-l 


'•^i 


X, 


3 


Xi 


ti 


f., 


■H 


Xn** 


Xu 


»Hl 


■H 


^,;2«-2 


.« 


K^-^.)  ^H'-'^y  -H'-l:) 


Man  findet  also  (— 1)". -"It.":-    als  die  Summe  der  r(r  — 1)  ... 

(r--»-j-l)  Determinanten,  welche  sich  aus  der  vorstehenden  Deter- 
minante ergeben,  wenn  mau  darin  statt  der  Indices  1,  2, ...  n  alle 
Variationen*)  der  7/teu  Classe  aus  den  Elementen  1,  2, ...  r  setzt 
Dieselbe  Summe  wird  durch  die  folgende  Determinante   zusammeu- 

gefasst,  welche  wir  also  ==(  — 1)**.  — £;7;y-  setzen  dürfen. 


(26) 


^ih-h(x)  Si  S^         ...    Sh 

F(x)     ^^     ^^    '  ^S^        ^3       ...  Ä 


»fl 


Äm-1      Sn       ...   Ägn-2 


^*  ^  a^i*+i+-+i';^ 


Uk  =  — 

X 


+ 


K-:,)  Ä^-i) 


■---V  +  -+ 


a-r' 


(-:;) 


Es  ist  zu  der  Formel 


*)  Die  VariHtionsformen  begreifen  alle  die  Formen^  welche  nus  den  Com- 
bi nationsformcn  durch  Permotation  der  Indices  erhalten  werden. 


BP?W*'.- 
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(%) 


=  (-1)". 


*S^  aS^  ...     O/]  1  ...     0||  )  1 

'  Ä«—!      *S,t        ...   *S»|m_2   ...   *>iM— 2 

i     *'«  «-»ll-l    •••     *-i|m— 1    •••     'ill  — 1 


die  Bemerkung  nicht  überflüssig,  dass  man  die  in  ihr  auftretende 
Detcrminanto  noch  weiter  transformiren  kann.  Denn  aus  der  identi- 
schen Gleichung 

Vi  =  a;.L',|.i-|-*S,- 
folgt 

multiplicirt  mau  daher  die  erste  Ilorizontalreihe  mit  a:^  die  zweite 
mit  X*,  u.  s.  f.,  die  (?i  — l)tc  mit  x"*^  und  addirt  diese  Productü 
sämmtlich  zur  letzten  Horizontalreihe,  nachdem  man  diese  zuvor  mit 
x»*-i  multiplicirt  hat,  so  findet  sich 


(26») 


"^     xn-\ 


F{x) 


^ 


O^    ...   o»  •••   Oh 

Ä)    ...   iS||l         ...   Sh^I 


Sn-1      Sh  ...   5|-|w— 2   ...   ^^-2' 
U^  U^  ...    ^'i  ...    Uti        i 


In  dieser  Form  hat  wenigstens  die  Determinante  mehr  Symmetrie 

mit    derjenigen,   welche   bei  den    Sturm'schen    Functionen    -*^^x - 
darstellt. 

Um  ^m-uix)  durch  eine  Determinante  darzustellen,  die  sofort 
erkennen  lüsst,  dass  ^«-m  nur  eine  Function  (w  — M)ten  Grades  ist, 
Diultipliciren  wir  in  (26)  auf  beiden  Seiten  mit  F{jc)  und  setzen 


k 

l,r 


ik,F(x) 


Xt^\  r 


(-1) 


=   Vn\r\ 


dann  wird 


27)  ^«-hW  =  (--1)".5i      Äj      ...  Ä.41      .,.Sn       I 

S^        Sq        ...  Sr\2       ...  Sh\^1 


«M-l  Sh        ...  &i  I  r— 1  ...  5211—2 
!  ^'n       Vu  l-I  ...    Vtt  I  r       ...   Ign-li 


=(-- 


0,H-1 


IfSn— 1  ...  «Stifr— 2  &i+r  ...  '^-2 
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die  (h  —  2)to  mit  a; -i  2, ... ,  die  erste  mit  a,.^  n-i  und  addirt  die  Summe 
aller  zur  letzten,  so  wird  das  allgemeiuc  Glied  dcrselbeu 
;^ 


0,m— « 


Wir  bezeiclmeii  dieses  mit  Q'mI,;  dann  ist  nach  (2i)) 

(31)  ^m-»,(ir)  =-  (—1)"  ,5i         ,%  ...  Ä,|l        ...  Ä„ 


*S\ 


s. 


...   Ärf  2         ...   Äi  f  1 


.  «M— 1     ^w  ...   Äi-ff— 1  •«.   '^iM— 2 

^  Ö'w        Q'w  +  1     ...    Q'ii+r     ...    Q'^M-l 


0,»»— M 


/. 


Q'm+1  =  —  -S  a:^(a/4uASi4-*A|  m) 
0,w— « 

Setzt  man,  um  auf  die  Functionen  &  den  Sturm*scheu  Satz  an- 
wenden zu  können,  l\{x)  =-  F*(x\  so  wird  hk  =  {1c-\'\)ak\\\  Si  stellt 
dann  wirklich  nur  die  Summe  der  reciproken  /ten  Potenzen  aller 
Wurzeln  von  F(x)  =  0  dar,  und  die  Gleichung  (33)  vereinfacht  sich, 
wenn  man  noch  r-f-1  mit  r  vertauscht,  zu  der  Formel 

welche  durchaus  der  Newtou'schen  Ilecursionsformel  für  die  Summen 
der  ganzen  Potenzen  aller  Wurzeln  analog  ist. 

Litteratur: 

1)  Cayley  „Note  sur  les  fonctions  de  Sturm"  (Liouville.  T.  11. 
pag.  297.)  entwickelte  zuerst  die  Formeln  27  —  30  unter  den  beson- 
deren Voraussetzungen ,  dass  F^ix)  =  F'(x)  und  alle  Wurzeln  von 
F(x)  ungleich  sind.    Vergl.  Hattendorf.  §  7. 

2)  Andere  Ableitungen  der  Gleichung  (33)  gaben  Hattendorf  (§  7.) 
und  Brioschi:  „Intomo  ad  alcune  questione  d'algebra"  (Tortolini: 
Anuali  di  Scienze  matematiche  e  fisiche.  T.  5.  pag.  301.) 


§  7. 

Um   auch   q>n^i(x)  durch  eine  Determinante   darzustellen,    ent- 
nehmen wir  aus  (15)  den  Wert 

XiX2...x„-i     V,  a-2     Xn-\/   \x      xj 

(--— ) 


?■•-■ 
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3ä 


mr  tuetxea  das  Product 


darch  die  Determinante 


1  i 


STh-I 


1 1 

X 


^1 


n-l 


xi 


n-l 


a-M-l*  "*  a-M-l**"* 


"•  x"-l 


Diese  ist  zu 


multiplicircn  mit   ^  *"'    —  J ( ... )  oder  mit 


a^«' 


f«-l      fn-l 


n-l 


.«-1 


0 


0 


^H-1 


0  0  ...  0 


0 


Das  Resultat  ist,  wenn  man 


-S  +  ^.-l-    4- 


a; 


setzt. 


^,.-i(a;)  =  (— 1)--12: 


^1 


^il        ...  JLfi 
JKj        ...   An4-1 


«"-A       a.K-2    ,..   1 


He  eine  Betrachtung  zeigt,  ähnlich  der,  welche  zur  Aufstellung 
Edinng  (26)  führte  0, 


«         I 
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(35) 


Vu-iiie)  =  (— 1) 


_1  ^»-i 


S, 


•••     '^•f 


Sjj         ...   5h  1-1 


tSn—1     Sn        ...   5«ii_2 


Führt  man  diesen  Wert  für  g',i-i(a-)  und  den  für  ^m-u(x)  ans 
(26)  in  die  Functionalgleichung  (11)  ein,  so  wird  man  finden 


(36) 


—-  f — IV»-».»»-! 


t^«-2(a;)  =  (— l)"aj 


iV  = 


oj  jSij»  ...   or-fl         ...  Sh 

Äj  Äj  ...   Sr^2         ...  Ä*-|-l 

&I-1  Sn  ...  Är4n-1  ...  ^n-2 

U  J[  j  ...     X  f                   ...  ^  M  — 1 


Bequemer  -)  gelangt  man  zu  diesem  Ausdruck  für  tf',j_2(a;),  wenn 
man  in  (32) 


also 


X*     '    X*     ^    '  '    X 


setzt  und  diesen  Ansdruck  für  U  in  (26)  substituirt;  dadurch  zerfällt 
die  Determinante  auf  der  rechten  Seite  jener  Gleichuugjin  zwei  Teile, 
und  man  erhält 

^M-n(x)  ^    ixff_i  ^i(^)  I  ^1       ^  -  'S»»        I 

F(x)     "■  ^     ^^       F(x)    S^      Ä,  ...  Ä.+1 


&i— 1  Sh  .. 
1_   1^ 


52M-2 

a.j5ii-2 


■^  I 


(— 1)"    |Si         ^2   ...   /Sr+1  ...   Äh 

S^  Äj     ...     Ä|2  ...     ^M-f-l 

Sn-l  Sn  ...  Ä,.^M— 1  ...   Äh— 2 

i^n-1  i*»*  ...  ir+M-1  ...   -'l'H-a 


oder  mit  Rücksicht  auf  (35) 


f*- 
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—  F,(aj) .  y»«i(a:)  —  F(x) .  (—1)".  a:*»»-2 


S^        Äj    ...   Sr\  2         ..•   &«+! 

5ii— 1    Sn  ...   5r4ii-l    .••    Ä2n— 2 
Pfi-l  In  ...  ^^-4  H-1   ...   ^2*1-2 


Yerglcicht  man  diese  Gleichung  mit  (11),  so  crgicbt  sich  zur 
BcstimmuDg  von  t^'n-2(^)  die  Formel 


1^«-2(ar)==*(— D-.ar—i 


^1 
S^ 


...    <S>r-|-l 
...   Sr-\2 


...   Sil 
...   &i-fl 


•Sn^l  Sh  ...   Är-fn— 1  ...   ^m— 2 


welche  sich  zu  der  in  (36)  aufgestellten  vereinfacht,  wenn  man  in 
der  Determinante  auf  der  rechten  Seite  dio  erste  Ilorizontalreihc  mit 
1,  die  zweite  mit  ar, ...,  die  vorletzte  mit  x»»"'-  multiplicirt  und  die 
SuDine  aller  von  der  letzten  subtrahirt. 

Endlich  ist  die  Constante  |m  in  &m^n(x)  oder  (pu{x)  nach  (35) 


In  -  (-1)' 


Si      S2         ...   Sn 
S^      Äj       •...   Äi-J-l 

Sn     Sn-\-l   ...   &«-l 


nnd  der  höchste  Coefficient  Cn-n^*^"»*'  in  ^m-n(x)  ist  nach  (31) 
(oder  einfacher  direct  nach  (19)),  abgesehen  von  dem  constanten, 
den  höchsten  Coefdcienten  aller  Functionen  <&  gemeinsamen  Factor 


am 


ar]2*2...  SCm 


0|  02    •*•    ^M 


^H-l   Äi  ...   *%u-2 


der  höchste  Coefficient  von  ^«(a-)  hat  dagegen  nach  (35)  (oder  direct 
nach  (20))  den  Wert 

S^        S^         ...    Sn  {  1  ' 
Sj         S^         ...   ^,1^2 


&I-I-1   'SM-f2  ...   S2n 

^ba  folgert  hieraus  (§  1.): 


-   s* 


:.''''7!,T"'^ 
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„  Dift  Gleichuug  F(x)  =  0  hat  nicht  mehr  verschiedene  reeUe 
positive  Wurzeln,  als  Zeicheuwechsel  und  nicht  mehr  verschiedene 
reelle  negative  Wurzeln,  als  Zeichenfolgen  in  dor  Dcterminantenreiho 


(37)    1,    -S^,    +''S^  Ä.J,    ~ 


s,  Ä,  Ä,s ...  (-ir 

^i  ^  ^4 
1^3   ^4   ^ö 


o^   S^        ...  Sr 
o«  03        ...  Sr^l 

Sr   Sr^l   ...    Sir^l 


auftreten;  die  Gleichung  F(x)  =  0  hat  so  viele  verschiedene  Paare 
conjugirter  Wurzeln,  als  die  Determinantenreihe 

(38) 


1»     ^y 

'^0  Sil 

Sq  Si  S^ 

■S,  ^; 

S,  S^  Ä, 
Äj  S.J  s^ 

oder 
(39) 


1,    S^ 


\s,  s,', 

Äj.     Äj    5^ 

,   ... 

lÄj-Sj 

S3    S4    S^ 

^4   ^a   ^ü 

\So 

St 

...   Sr—} 

Si 

St 

...   Sr 

Sr-l 

Sr 

...   ^2i--2 

S, 

s. 

...  Är+l 

s* 

•        ■ 

...   Är+2 

•     •     •     . 

5r+l    5r|2  ...   *%!•    I 


Zeichenwechsel  enthält').    Die  Zeichenreihen  von  (38)  und  (39)  sind 
also  äquivalent." 

Diese  Sätze  gelten  nur  dann,  wenn  auf  die  Functionen  ^  und  q> 
der  Satz  von  Sturm  Anwendung  findet,  also  insbesondere  in  dem  Falle, 
wo  Fi(ar)  =«  F'(a-)  und  die  S  die  reciprokeu  Potenzsummeu  aller  Wur- 
zeln darstellen. 

Litteratur: 

1)  vergl.  Joachimsthal:  „Bemerkungen  über  den  Sturm'schen  Satz'^ 
(Grelle.  Bd.  48.  pag.  38G.  im  §  5.  und  6.) 

2)  vergl.  Brioschi  in  seinem  §  6.  2)  erwähnten  Aufsatze  pag.  306. 

3)  vergl.  Borchardt:  „Ddveloppements  sur  T^quation  k  l'aido  do 
laquello  on  determine  les  in^galit^s  seculaires  des  planstes"  (Liou- 
ville.  Journal  T.  12.  pag.  59.  oder  Grelle.  Bd.  30.  pag.  41.).  Dio 
Reiho  (38)  geht  sofort  aus  der  Reihe  Borchardt's  hervor,  wenn  man 

1  *  *  «* 

allgemein  a-*  mit  — .  also  «1  =  £  ikxk*  mit  &  =  -S  -— .  vertauscht 


S  8. 

Es  ist  für  die  weiteren  Untersuchungen  von  Bedeutung  und  auch 
an  und  für  sich  nicht  ohne  Interesse,  dass  mau  die  Functionen  d 


« 
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1^  darcb  ortho-sjmmcti'iscbc*)  Determinanten,  bei  denen  allgemein 
du  Element  aa  »  orjf  ist,  darstellen  kann  (»-^A;  =  t'\-k'). 

Mao  erhält  diese  Ausdrücke  am  einfachsten  aus  der  allgemeinen 
F«niiel>) 


(40)      £A^t).A^t)  ..•  A'-)-*(7^  7^  -  ~)  = 


Iq        *j   ...  tn^l 
I  'h— 1   tn  ...  (2n— 2 


die  man  mit  den  Mitteln  ableiten  kann,  welche  bei  Herleitung  der 
Gleichung  (2G)  zur  Anwcuduug  kamen.  Es  bezeichnet  in  (40)  jXx) 
eine  beliebige  Function  von  r,  und  durch  das  Summenzeichen  wird 
angedeutet,  dass  man  für  1,  2, ...  n  der  Reihe  nach  alle  Combinationen 
der  fi  ten  Glasse  aus  den  Zahlen  1,  2, ...  r  setzen  und  die  entstehenden 
AusdrQcke  summiren  soll. 

Aus  der  Gleichung  (40)  folgt  (nach  14),  wenn/v>*)  =-. 


gesetzt  wird, 
(41) 


F(X) 


=  (-1)« 


üi    ü,         ...    Un 
Un    Un^l  ...    r/gn-l 


Ui^  £ 


n 


!'•''*     1  —  5. 
rk 


identificirt  man  dagegen  in  (40)  f(xk)  mit  ~  (l  —  V  so  wird  nach 
(16): 

(42)  g'H(4P)-(-l}-. 


U]    U^        ...   Un 
U}   U^         ...   UmM 

Wh   W»+1  ...   W2H-1 


Utf 


l,r  ir»«  \  Xk/ 


lahier  „Dotenninaoten*'.    §  S,  10. 


•   '"^y.^^lrfi 
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=  Dn^l . 


8«Z>«41 


dchm .  Bün  I  lti-l-1 


oder,  da 


und 


dD 


Onn 


W+1 


caitM 


«H»  1-1  =■  «In+ln 


(43)        Dn^^.D.,^-^^.Dn^y^^^^) 

Wird  also  Dw  =  0  für  «  =  ar*,  so  wird  für  denselben  Wert  des  « 


^.--  -  -  (£7:)' 


^m- 


d.  h.  es  haben  Dn\\  und  Z)ii~i  entgcgeugesetzte  Zeichen 

Im  vorigen  Paragraphen  ist  aber  gezeigt,   dass  die  Functionen 
^  und   7m   durch   orthosymmctrischo  Determinanten   dargestellt 

werden;  denn  der  Factor  ( — 1)**  hebt  die  Orthosymmetrio  in  Formel 
(41)  und  (42)  nicht  auf.  Diesen  Functionen  kommt  daher  die  be- 
sprochene Eigenschaft  zu;  man  erhält  specioll 

tA^±\    ^     /  \  -     t  \      ^yw-l-iW      /  .      /8?H+i(«y 
und  (43**) 


T 


oder  einfacher 


Einen  andern  Beweis  verdankt  man  Joachimsthal  *).    Nach  (35)  iat 


«r-W  =  (-1)" 


^M  Sn-^l   ...  iSsM 
X"    «•»-!  ...  1 


<S»     =■  T.-l-  J-|-  ...  -A 7 


Wir  setzen 


9»„(«)  «  ^(")+^/")ar+i4,'")a:«+  ...  +-4,|(«)«» 


r^y-' 
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vsd  beieicbneii  dem  entsprechend  die  Cocfficientcn  der  übrigen  Func- 
Ana  Gleichung  (35)  ersiebt  man  leicht,  dass 


(44)     2:-^,9,(r»)«(-l)" 


Si        S^        ...  Sn-^l 
S^        iSj        ...   Sn'^2 

Sn        Sa\l   ...  S2n 


0  für  n<»^2» 

—  u4o^-+»)  für  »«2n+l 

ist  and  diese  Formeln  l*eichen  aus,  am  für  die  Functionen  g>  die 
Fnndamentaleigenscbaft  nachzuweisen.  Dividirt  man  nämlich  ^wf  2(') 
dureb  ^n-^iix^  so  erhält  man  den  Quotienten 


•ler  kürzer 


und  einen  Rest  —as'.Rix)^  indem  wir  die  ganze  Function  nten  Grades 
setzen  wollen,  so  dass 

Um  die  Function  B(x)  wirklich  zu  bestimmen,  summiren  wir  die 
Gleichung 

—,  fpni2{x)  =  (  ;;jj^-jj- .  -^  +  fi^.  ~ -^  J  g,,^i(^0  ^-  -^,  Ä(x*) 

Ar  ib  *"  1,  2, ...  r  und  nehmen  in  dem  Resultate  t»n-f-3,  ft«»n4'4, 
...  ta>2ft4-3;  dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  (44)  die  folgenden  Glei- 
chungen: 


0  —  y».5„4-yfi-iÄ.4i+ ...  +yoÄii 


ilnt«+2) 


~  Ä^S+i)  •-^^••"^^  -  riÄH  +  y»-iÄ„^>+  ...  +yo&iifi 


«»•      «••-1  ...  1         —R(x) 


oder  einfacher 

Daher  fiudet  mau  schliesslich  die  gcwüi 

(45)    ^H+2(«)  =  I  ;4^4.i)- + ^^  • « j  •  V«+i  («)  - 
Dasselbe  Verfahren  lässt  sich  auf  die  Fa 

> 

Es  sei 

Mnltiplicirt  man  beide  Seiten  der  Gleichung  (: 


T{x) 


(-1)". 


Sy^        S^        ...   on 
^        Äj        ...   on-l-l 

Sn—\  Sn        ...   52w-2 
ü^i        üji+l  ...    ^2n-l 


in  d( 


mit  T(x)  und  beachtet,  dass  T(x) .  r/,-  sich  fO 
*edncirt  (Gleichung  (13)),  so  findet  ma« 


L 
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za  beweisen,  setzen  wir  mit  einer  kleinen  Umstellung 

and  machen  für  B!{x)  den  Ansatz 

Es  werden  danach  die  Ausdrücke  2tkxi*-  "TnT  \ — gebildet,  die 
für  »  =  n,  i  =  n--l,  ...  »  =  1  die  folgenden  ^Gleichungen  ergeben 


0  =»  yn .  >S»-l  +  /'n+1  Ä»  +  . . .  +  y2n-l  52»-2 
^7«H->i)     (— 1)''A^''*-"-^^  =  yn.^«  +  y»t+l&»41+  ...  +y2«-lS2n-l 

Eliminiren  wir  aus  diesen  und  der  Gleichung 
die  Grössen  /,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (31) 

Co^        ^-«W  Cot«-*»)  !Z'(a:)     "~ " 

und  daher  schliesslich 

(47)      Sr^nix)  «  (^,(l_^,x)  +  i/r^)  Sr^^-iix) 


). 


Das  Verfahren  bei  Ableitung  dieser  Gleichung  entspricht  nicht 
genau  demjenigeu,  welches  zu  der  Gleichung  (45)  führte;  um  die  voll- 
ständige Symmetrie  in  der  Herleitung  beider  Gleichungen  wahren  zu 
können,  ist  ein  Umweg  einzuschlagen^). 

Die  wirkliche  Berechnung  (§  1.)  des  bei  der  Division  von  qfu^2(x) 
*«Th  qrn+i(«)  gebliebenen  Restes  jR(a-)  zeigt,  dass  in  Ä(«)  der  Gocf- 
^  von  xi 


■■ rr 
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y*  = 


^o<"+i).V^-^)* 


Aff'V^ 

0 

A.'-*" 

^,("+2) 

^o<'*+*> 

^i«» » ») 

^H3'"«-> 

Ak  1 1«« » ') 

yltja'"'» 

ist;  aus  Gleichung  (45)  aber  folgt 


und  durch  Glcichsctzuug  beider  Werte  von  yi 


^0«!2).^^(,.+2).^^fn)=: 


Um  diese  Gleichung  weiter  zu  vereinfachen,  bezeichnen  wir  mit 
E  die  folgende  Determinante,  in  der  allgemein  nach  einer  Differen- 
tiation oik  =  Ä|*  gesetzt  werden  soll. 


E^ 


^10 

«11 

...     fflM-l 

<I1n 

«Infi 

aiM|2 

«20 

«21 

...  a2ii-i 

«2w 

^2Nfl 

n2Nf2 

fla-tflO  Om-*|11   ...   a*»-i+lii-l  an-l^ln  «^N-kflN+l   aM.ft|lM|2 


flnO 

ffwl 

...     ÖWH— l 

«wn 

^NNfl 

Omn  \  2 

aH^-io 

Aiiill 

...     «Hf-lll-1 

an  1  In 

ONflMfl 

^HfiNfa 

0*1^^20 

^»+21 

...  OH^2n-'\ 

ö'ii|2m 

On^2nfl 

On^Sn^S 

«M-fSO 

^N+Sl 

...    öm^Sm-I 

Anf-Sn 

0N-f3Nfl 

aM+3M-f-2 

Nun  ist  allgemein 


^^(»O  =  (-1)»* » * 


iSi   ...   Sn-k         Ä-»|2    ...  <Si,4-i' 
S|   ...   Sn-k^^X     Sh-^\Z    ...  ^n-I-2 

>S»»t  ...  Siti-k-'l    &n-ft|l  ...  &n 


also 


Q2Ji"'  Äff* 

^  ^         '         CaM-f2nflCaN|8Mf2^         *  '     Öa«.|.2i»f2 


a«A^ 


OaH-kyi,n-¥\^an^9H\2 
^4^2(«f2)  «  (-1)».  5 

und  daher  die  Determinante 


■T  '' 
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dciMf8M4-2 


cE 


dE 


Sa«+2»f2        doM<|-2Nfl 


8A' 


cE 


oder 


d.  h. 


düH^Zi 


_  /  ,  d^E \ 

1^2  \     *  dan-k\lu\li€tn\2uy'l) 


d^E 


"  CfaN-kflM-l-l  CrtM+2i.f2 


Fabren  wir  diesen  Wert  in  die  Determinante  dritten  Grades  ein, 
so  ergiebt  sich  die  merkwürdige  Gleichung 

(48)         ^o^»^2).i4*^»•)« 

c^E 
spccicll  fOr  iL*  =0  erhält  man  hieraus 


(48*)     -4o("+2).Jü(H)  — 


^o^^+i)  ^i^^+i) 


o^a; 


Mit  Hälfe  dieser  Formel  kann  die  Gleichung  (47)  auf  folgende 
Weise  hergeleitet  werden. 

Die  Division  von  Om^J'^  durch  ^m-n-i^')  giebt  den  Quotienten 

nnd  einen  Rest,  der,  abgesehen  von  dem  Factor  x',  eine  ganze  Func- 
tion (m  —  n — 2)ten  Grades  von  x  ist  Wir  setzen  jetzt  entsprechend 
dem  Verfahren  beim  Beweise  von  (45) 


und 


E^(x)  =  }^N4-2^N-|-2+rM4S^Mi8+  ...  +y2w+3^2  +3- 

Die  Ausdrüke  £tkxk*.   ^,    >  ,  welche  wir  aus  den  beiden  vor- 

hr  ^i(^*) 

Gloidiai]|feD   büdeo,  liefern  mit  Elkk&\c\it  «d  V^^  \Six 
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*  =  n  —  2,  i 

System 

0  = 
0« 


n— 3,  ...  1  =  0,  t  =  — 1,  »  =  —2,  t  =  — 3  folgendes 


0  =  yn\2^Sn^l-\-yH\^.Sn      +  . ..  +  ^2«  fS. -SjJn 
-^-1  =  yii+2.Ä.       +yH+3.Äi|.i+...  +y2«|-3.iS2M  +  l 
Xf-2  =»  yn+2./5Mfl  +  y«+8.'S?H+2+  ...  +/'2Hf3.ÄöHf2 
-^-3  =  y«+2.Äf»|2+yw43.*S„+3+  ...  +y2ii|3.§2fi+3. 

Hierzu  schreiben  wir 

Ii^{x)  =  yw+26'„f2  +  yii+3f^M+S+  •••  +y2nf3^2M+3 

und  erhalten  durch  Elimination  der  y 


0         *S\       S, 

0         >S.       Ä» 


.   *S„+2 


0  *Sm_i    /Sn+1 

— Z._2       Nw+l   *Sn+2 
—  Z.-3       aSm42  5*1+8 


*S2n 


— i?l(ir)    ^«+2    r«43   ...    ^2«+3 


=  0 


Es  ist  aber  (s.  Gleichung  (31)) 


Z,-.i  = 


(_l)H-l/>^(.«-H)__J___.(_l)n/)^(,«-..-l)  _  0 


7.-2= 


(7  («— m) 


2^.3='(-l)-iA(--")-;^5^^^^  X 


X  (—lYDj^^-*'-^)  — //i(— l)"Z)i(»»-»«-i) 


und  daher  wird  das  Resultat  der  Elimination  einfach 


Der  Ausdruck  f Qr  X  ^  Iftsst  sich  in  Determinantenform  setzen 
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(-!)• 


-^^3  —  CAni    H-UCvC«-«-!)' 


X>(»M-n-l) 


Djim-n)    jr)Q(tii-ft-l)    2>j(»«-«-l) 

Bezeichnet  man  ferner  die  Determinante  g^  ^^       mit   D,    so 
findet  sich 


1 2:>j("»-«)  z)j^(«-»«-i) 


donu^l 


SD 


dD 


daM-|-2N  8aH+2M-|-i 


BD 


dD 


danfiN  dan-i-Ufi 


d.  h. 


und  daher 


danni^l 


\     *3an+iw8aw4  2»i+i/ 


D^*-") 


8/> 


8ci>i«4-i 


3  = 


Co("*-") 


Co^"'-'^^>  Co^"»-*-*> ' 


Der  Vergleich  der  letzten  Determinante  mit  der  in  (48*)  zeigt 
die  Identität  beider;  daraus  folgt 


£*-^ 


mithin 


und 


^,(.)  =  {  j5£^  r  «rz-W 


C^(m-n-l)j    •        r(x) 


(47)     e.,.(a:)  ^  jc-o(^.^-»  +  M  '  ~n 


6y_M-i(a?) 


Litteratnr. 

1)  Sylvester  im  Art.  11.  seines  Aufsatzes  sab  §  1.  3);  vergl.  auch 
Brioschi,  Determinanten  pag.  62. 

2)  vergl.  snb  §  7.  1)  pag.  397.  —  Eine  andere  Ableitung  dieser 
Gleichung  giebt  Jacobi  „De  eliminatione  variabilis  e  duabus  aequa- 
tionibus  algebraicis^'  (CreUe,  Band  15.  pag.  123) 

S)  Hattendorf  in  seiner  Dissertation  pag.  38. 

^>  Hattendorf  in  dar  zweiten  Auflage  pag.  35. 
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„Dio  Functiouen^r(x),  Or^i{x\  ...  0^{x\  0^{x)^  1  können  zur 
Bestimmung  der  zwischen  zwei  reellen  Grenzen  liegenden  Wurzeln 
von  ^r{r)  =  0  oder  F(x)  =  0  benutzt  werden." 

Wir  begegnen  hier  zum  ersten  Male  der  Tatsache,  dass  es  un- 
endlich viele  Reihen  von  Functionen  giebt  (wie  man  unendlich  viele 
Functionen  x{x)  mit  den  angegebenen  Eigenschaften  bilden  kann), 
welche  den  Sturm*scheu  Functionen  äquivalent  sind.  Mau  gelangt 
von  diesen  allgemeinen  Functionen  0(x)  zu  den  (p{x)  zurück,  wenn 
man  xixi)  der  positiven  Constanten  n  gleichsetzt;  —  man  wird  aber 
auch  die  Functionen  ^{x)  aus  ihnen  ableiten  können,  wenn  man  mit 
Oh{x)  solche  Transformationen  vornimmt,  dass  die  Function  %i{x) 
erster  Divisor  wird. 


Es  ist  nämlich 


.AI     1  \2_  .ni     1  y  (t,z,)\(T,x^r^^-^   (1  1.  y 

^  U  ^4  •  •  ^~r)  -  ^  U  ~X,  •"  Xr)  '  \Ux,)  .  7',^^  '     \x\  xj  ' 

\«,  Xf      ar«/ 


\ 'x'r'-i  xr)  -^\x^x^-x,)'    { r,(i,) . ri(a^;) :;.'3'i(a-r-2)) »    ^ 

.AI,       1  y  (f,fä-fr-i)*.(3r,a-^-a-f-i)ä'--*     /l    1         J_y 
^  -  "  U  arg  -  xr>/  ■    \T,{x,).  7',(x,) ...  ^^(arr-l)}"*  "     V,  x\  -  ^r-l/  ' 

AI        1  y  (j,£,^.fr)f^(ar,a',.^2'-j      AI       1  y 
1  -  "  V«,  '*  ■■■  *'r;  *  '{r,(x,):r,(:^J.;.  T^^XrV     \x^  X,  -  xJ  • 

Diese  AnsdrUcko  werden  in  die  Summcnformeln  fttr  die  Func- 
tionen O  eingesetzt;  man  erhält  so 

^        ^  a-j       a-r       \a-i       Xr)     \         xJ       \         Xr) 

7-^'^'  .J^M-  ...MVi)2^--'#?^(i--)...(i--) 
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\Xi  xj    \  xj  '"  \  Xr) 


*1  = 

x^(^^...-^-y(i-^-) 

1=    «0== 

1\« 


x« 


Vi  X^       Xr] 


Wir  lassen  deu  gemejnsamen  Factor  aller  <!>  fort  und  vertauschen 
— r^^Tjf — ^  Dttit  x*>  80  dass  wieder  %  eine  sonst  beliebigt  rationale 

Fonction  von  x  bezeichnet,    die  nur  den  oben  erwähnten  Voraus- 
setzungen genügt.    Setzen  wir  daher  allgemein 

a-jÄ-g     X„        Va-iOTa      Xn)   \         Vn\\)     \         Xr) 
=  Co(»-")4-Ci(»-»')a;+...4-C„('-"«)a« 

SO  ist  auch 

(47*J  er-„(x)=  {^^j7_--i-,+iA*j  ©r-..-l(*)-X«  {c^-Iir-,-)J    ®.-«-2(*) 

nnd  für  die  Functionen 

e,(x),    Br-iix),  ...  ©,(x),    ö,(x),    ©oW 

It  der  Starm'sche  Satz.    Ist  endlich  speciell  x{xk)  =  <t,   so  wird 
.^(ß)  zu  0r-H(x)  und  die  Gleichung  (47*)  geht  in  (47)  Über,  wenn 
taihr 


-»-,  ■.l-t 


52              Wenctlandt:  Die  Slurn^nchen  Fundionen  zweiter  Üattunff, 
e,.„  ==  f  1 ?:   )  (l  ~  .-^-)  ...  (l  -  -V  Ör-n 

setzen. 

Litteratur: 

Die  §  7.  1)  erwähnte  Abbandlang  von  Joachimstbal  (pag.  40). 

§  11. 
Ans  der  Gleicbung 

folgt,  wenn  Th(x)  =  t*^ij(z»i-i)  gesetzt  wird, 

(49)  7;.(xife)  =  uk  (<z,  (Zh-i)* 

für  ^•  =«  1,  2, ...  r,  wo  ttjk  den  Wert.     J^^j  =  "-2i^i)  ^^^  ''^^  unter 

((/i(Zh-i)a  der  Wert  verstanden  wird,  welchen  Qi(/h-i  für  x  ==  rt  an- 
nimmt.    Eliminirt  man   aus  den  r  Gleichungen  (49)   und  aus  der 

Gleichung 

Th(x)  =  »*.5ig»-i 

die  r+1  Coefficienten  von  T'wfa-)  und  qtQu-i  und  entwickelt  die 
Determinanten,  welche  den  Zähler  und  Nenner  von  u  bilden,  so  er- 
hält man  die  Cauchy'sche  Formel  (22),  aus  der  sich  dann,  wie  im 
§  4.  gezeigt  wurde,  die  Ausdrücke  der  ^  und  q)  durch  die  Wurzeln 
der  Gleichung  T(x)  =  0  ergeben.  —  Bleibt  man  aber  bei  den  un- 
entwickelten Determinanten  stehen,  so  werden  die  Functionen  qtqn^i 
und  T„(x)  direct  als  Determinanten  gefunden.  Diese  Herleitung  liefert 
zugleich  einen  neuen  Beweis  dafür,  dass  die  Zeichenreihen  der  bez. 
durch  die  Gleichungen  (35)  und  (26)  definirteu  Functionen  q>  und  ß 
den  Zeichenreihen  der  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattung  äqui- 
valent sind. 

Wir  eliminiren  aus  den  r  Gleichungen  (49)  zuerst  die  (r  —  n) 
Coefficienten  von  Th(x)  und  danach  aus  den  iiach  der  Elimination 
erhaltenen  Gleichungen  und  aus 

(50)  *7i2«-i  =  rro(»»-l)4-cfi("-i)a;  +  a2(«-l)a;2+...+iri,-i^"-^)ar"-l 
auch  die  n  Coefficienten  von  q^qu-i. 

Nach  (49)  ist 


l.r    r(xk)     "^t 


^^^^  •    rixk)  -  t      r(xt) 
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(52) 


Die  Partialbrnchzcriogang  giebt  die  Identität 

Tu(x)  _  j         Tn(xk) 
T(x)  ''i,r{x--xk)r(xk) 


Entwickelt  man  beide  Seiten  der  Gleichung  (52)  nach  fallenden 
Potenzen  von  r,  so  beginnt  die  Rcnhe  links  mit  einem  Gliede,  welches 

--  enthält,  es  mflssen  daher  alle  Glieder  der  rechten  Seite,  welche 

mit  einer  höheren  Potenz  von  x^  als  der  — ntcu  maltiplicirt  sind, 
identisch  verschwinden,  d.  h.  es  mnss 

*  rt'  7'Jxh) 

2:-rj^~  =  0  sein  für  i  -  n— 2,  n-3,  ...  2,  1,  0 
Es  ist  also  nach  (51)  auch  i?»^!-«'^    oder   wenn   man 
fllr  uh  seinen  Wert      ^n-i)   s'ibstitnirt, 

Jn*.n.(g.g»-i)t  _  0  fllr  .•  =  «-2,  „-3,  ...  1,  0 

Hierans  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Deiinitionsgleichuug 
für  9i9h~i  das  folgende  System  von  Gleichungen 


(53) 


0 
0 


Ans  diesem  folgt  in  Verbindung  mit  (50) 


Si        S^        ...  Sn 
S^        S^       ...  Sn^l 

'»  = 

Äi-1  &t       ...  ^ 

[^   Äg        ...  on 
1   Äj        ...   ^-f  1 

izM— 

s, 

t  Sh-{-1  ...   52n-l 

^M    = 


Es  sei  yo^*""""^  die  Constanto  in  ^«(a;);  wir  finden  für  diese,  wenn 
wir  in  (52)  x==0  setzen,  den  Wert 


i.,a-k.r'(a'jk) 


uch  (51) 
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Yo 


also  entwickelt 


{r^u)  =:»_ 


fr     ^k.riXk)      " 


l^y    arjb.arjk2»*-- 


Verbinden  wir  diese  Gleichung  mit  dem  System  (53),  so  erhalten  wir 
die  Eelation 

(54)  —  yo^*'"**^^"-i  ==  «o^"~^>-i^» 

daher  ist  auch 


(55) 


'ii  3«-i  = ^ — 


S^        *%         ...   ^n+l 
^11 -1   ^M        ..•    ^H— 2 

a^-1  a;«-2  ,,.  1 


Es  bleibt  noch  der  constante  Factor 
Die  Gleichungen 

x2(«-l).  Tn{x)       =  r/x)  .  q,  gn-l 
x20'-2).  7;,_i(a:)  =  2\(x)  .  (/j  <z„-2 

geben  mit  Rücksicht  darauf,  dass 


ZU    bestimmen. 


T(x),q^qn-l 
T{x).q^qn'-2 


qx  (/n-2 .  q%  qn-l  —  <?2  (?n-2 .  <Zl  ffn-l  =  aJ^C«-!)    ist : 
T(x)  =  7n-l(ic)  .  qt  ^n-l  —  a;-.  ^«(ic)  .  q^  qn^2 

Die  Constanten  Glieder  müssen  beiderseits  dieselben  sein 

Die  Elimination  von   cfo<**-^)  aus  der  letzten  Gleichung  und  aus 
(54)  führt  zu  der  Recursionsformel 

1  ^u 

Nun  ist  die  Constante  in  T^ix) 


also  allgemein 


yJr-l)  _  —  2  -*   «  —  Ä  =  — ^1 


(r^o^)            (^i^4, '"  ^2h-2)^       . 
yj^(r-2H)  ==  ^-^     y  ^ y -T5^2h 


2 


Yo 


(^1<3^5  -  ^2h-1) 
(iJj^J^  ...  J2nr 


.1 
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Es  antcrscheidet  sich  also  qiqn-i  von  der  durch  Gleichung  (35) 
definirten  Function  <Ph-i(x)  nur  durch  einen  stets  positiven  Factor. 

Man  kann   Tn(x)  in  analoger  Weise  wie  qiqn-i  ableiten;  denn 
aas  der  Gleichung  2n(xjk)  ==  ukAqiqu-ih  folgt  auch 

Die  Partialbruchzerlegnng  von    ffY  ^^^8^'  ^^^  ^^®  ^^°^^  ^^^ 

der  Gleichung  (51a)  den  Wert  Null  hat  für  2  =  0,  1,  ...  r  — n  — 1 
and  den  Wert  — oo(»»-^)  fttr  *  =  —  1,  also  ist 

/«;i*«\  1:  ^''  ^H(gt)  __   (  0  für  *  =  0,  1,  ...  r  — n— 1, 

^  ^^         1  r  t**.  r(xu)  ~  \  -«0^"-^^  für  .•  =-  - 1, 
.       oder,  da  «»  =  — ^-ly 

ä  *  __2iiZM?»L        )  0  für  X  =-  2/1  —  2,  2n  — 1,  ...  r  +  n  — 3, 

1,^  Ti{xk).T'{xk)  ""   l  — «o^"-!)  für  A  =  2«  — 3. 

Setzen  wir  daher 
und  hezcichnon  noch 

80  ertialten  wir  dies  System  von  Gleichungen 

0  =  yr-,/'-").ri      +  y^_H-l<'-**>.r2  +  -.  +  yo^'-^^Vr-n+l 

(5o;       < 

nnd 
Ife       (56*) 

ro»-^  =  yr-n^*'-"*'^.tV-ii+l  +  yr-M-l^''"*Uv-n+2+  ...+  yo^*'"**^-V2r-2Mf  1 

Wir  snbstituiren  die  Werte,  welche  sich  aus  (56)  für  die  Ver- 
tniflse  der  Coefficienten  von  Th(x)  ergeben,  in  den  Ausdruck  für 
>  Bad  finden  so 


■',  ■.-^*irJ 
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Tn(x) 


ii 


(r-w) 


r — ti 


«^2 


..  tV— M-|.2 


Vr-u   Vr-n\\  ...   V2r-2ii 
^r-u  a;»"-»  f  1  ...   1 


Rr-n 


H 


«^3 


Vr—n  tr-M-f  1   ...  t?2r-2»t— 1  ' 

y  (r— m) 

Zur  Bestimmung  des  coDStauten  Factors  ~ crgiebt  sich  ans 


(56)  und  (56*)  die  Formel 


i?r-« 


cl.i.  --y^^,„^_i)Är-H  (da  cro^-i).yo(''-"+^)  =  l  (pag.  54)) 
durch  deren  wiederholte  Anwendung  man  zeigt,  dass 

Är-H  =  (-l)».yo(»-").(y,(r-n+l))2.(y^(r-«+2))2...  (yo^^-D)«.  yo(r).  Ar 

ist.    Es  ist  daher  die  durch  die  Determinanten 


(-1)« 


i\ 


n 


2 


^2         »^ 


...  ?;,— «fl 
...  rr— wf2 


t7r-ij   tV-M+1  ...   t*2r-2»i 
a;r-H  a;»— »-1  ...  1 


(n  =  0,  1,  ...  r) 


dargestellte  Functionenreihe  der  Stürmischen  zweiter  Gattung  äqui- 
valent. 

Um   aber   Tn{x)   ebenso  wie  Qiqu^i    durch  eine  Determinante 
fiten    Grades    darzustellen,    ersetzen    wir    in    (52)    TH(ork)    durch 

n.T'{xk)(qiqH'-i)k 


Wk  ((/i  f/,i— i)*  = 


ir*2(»-i) 


TAx) 
T(x) 


=  —  2: 


oder 


;  es  wird 
xk.xj?(^^'^){l^l^ 


T,,{x) 


—  Y^  =  V"-^>.  I72n-i  +  cri(«-"i).  D2..-2+ ...  +  crH-i("-l).  1/h 

1 


wo  wieder  mit  Ui  die  Summe  2?--,. 


bezeichnet  ist    Ver- 


bindet  man  diese  Gleichung  mit  dem  System  (53),  so  sieht  man,  dass 
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Ls  18t  ^=7-7-  « 1  also,  wenn  n<Cr. 


Oder,  da  ^^^-^^  ^ 


X 


2h 


Ql*ln\l        (7l?H         UlQ*i-Ql<ln^l 


ist, 


Berücksichtigt  man,  dass 


^1 


i  ^i('*) 


F     r     1,,  r(xk)  (x^xk) 


=  —  /S|  —  S^x  —  S^x'  — ... 


ist,  so  erhalt  man  ans  der  letzten  Gleichung 

(57)     -{ao^**)+a^(»*)x  +  ...+a„i^)x*^).(S^  +  S^x  +  &,x^+,..) 

.2»*  (  y2«»2  I 


X' 


Auf  der  rechten  Seite  von  (57)  beginnt  die  Entwicklung  nach 

wachsenden  Potenzen  von  x  mit  dem  Gliede  — Tz-rn«^""^;   os  müssen 

daher  links  zunächst  die  Coefficienten  von  «®,  x\  ...  x", ...  x"-^  gleich 
Null  sein: 


(58) 


0 


V^./S„    +«i(").5M-i+...  +  cf„-i(").Si  +  /?„-i(")  =  0 

Diese  Gleichungen  reichen  zur  Bestimmung  der  CoefHcienten  in 
q%qH  aus,  sobald  man  die  Coefficienten  von  q^qn  gefunden  hat-,  sie 
bilden  eine  Erweiterung  der  Recursionsformel  (33),  die  aus  ihnen 
her\'orgeht,  wenn  n  ==  r  gesetzt  und  auf  beiden  Seiten  mit  Fr(x) 
multiplicirt  wird.    Denn  da 

F(x)  =  Fr(x).qiqr 
F\(x)  =-  Fr(x).q^qr 

so  ist  allgemein 


ir  wr  -■ 
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Femer  massen  auf  der  linken  Seite  von  (57)  aach  alle  Glieder, 
welche  die  Potenzen  a:*»,  x^^\  ...  acß»-^  enthalten,  verschwinden;  dies 
giebt  die  Gleichungen 


(59) 


Stellt  man  mit  dem  System  (59)  die  Gleichung 
zusammen,  so  findet  sich 


(60) 


QlQn 


5|   Äj        ...  Sn^l 
iS|  Äj        ...  Sn^2 

Sn  Snil  ...   Szn 
X»»  x»»-!   ...    1 

;      ^H  = 

-Si      'S, 

Sa  So 


...    *Sh 

...   Sn-^l 


Sn        Sn-{-l   ...   Ä2i«-1 


Barch  Vergleich  der  Coefficienten  von  x*»»  in  (57)  gewinnt  man 
die  Relation 

ans  der  in  Verbindung  mit  (59)  die  Recursionsformel 

(61)  «o^«  ^  ^)  ^ 

erhalten  wird. 


Cf^i**)    Jn^l 


«0 


Nun  ist  nach  (60)  q^  ^    . 


(1) 


S\  Si 

X     1 


=  tTj+ft^j  ft^SO  «^  =  «(,(1); 


Bodann  ist  cti  =»  r    und  h^  die  Constante  in  Fi(a:)  gleich  der  Con- 
stanten  in  !r,(x)  d.  i.  =»  — Si  nach  (13),  also 

1  2 


„,0)„^-=.— . 


Daher  hat  man  nach  (61)  allgemein 

(62)  ■         -    «o<^->  -  (^,^, ...  z/i;:^«-  •  5i; 
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Diese  Formeln  zeigen,  dass  <Zi(?m,  abgesehen  von  einem  wesent- 
lich positiven  Factor,  mit 


(35) 


7u{x)  ==  (-1)"   Si  S^      ...  ÄH-n 

Sf  Sj        ...  Sn-i-2 


Sn  Sn-^l  ...  S2n 
X»»  «"-1   ...    1 


identisch  ist. 


Da  man  aus  diesem  Wert  von  (fnir)  leicht  seinen  Ausdruck  durch 
die  Wurzeln  von  F(x)  «=  0  ableitet,  so^  kann  mau  zur  Bestimmung 
von  ßr^n(x)  sich  hier,  wie  auch  im  letzten  Paragraphen,  der  Methode 
des  Herrn  Prof.  Stern  (§  4.)  bedienen ;  man  erhält  dann  freilich  für 
6r-u{x)  die  Darstellung  durch  die  Wurzeln. 

Um  im  AuschluRS  an  die  vorhergehenden  Betrachtungen  (9r-u(x) 
sofort  als  Determinante  aufzustellen,  bemerken  wir,  dass  nach  (11) 


X 


2h 


F„^i(x) 
•    F(x) 


qiQn 


F,(x) 
'Fix) 


—  lZ2  3n 


ist  Entwickelt  mau  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  nach  wachsen- 
den Potenzen  von  x,  so  beginnt  nach  (57)  die  Reihe  erst  mit  x^; 
es  wird  also 


a,2n.  ^;^y-^  «  -  2:  a:2'H  ^>„(").5u  ^;.  ^l  +  o«-l("^&i  I-H2  +  ... 

^  W  0.« 

oder 


Wir  vertauschen  hier  die  Reihenfolge  der  Summation  und  setzen 

^       x^                                                             1 
für  2     ^  .;^,^  den  gleichgeltcnden  Ausdruck / ^^f;^;  dadurch 

0,00  *^* 

vereinfacht  sich  die  letzte  Gleichung  zu 


«Hr(l_?.J 


Aas  dieser  and  dem  System  (59)  folgt 


"_  -"» 


Wßndlandt:  DU  Sturm* sehen  Functionen  zweiter  Gattung, 


61 


«0^"' 
dn 

0|             S^ 

i          3        *** 

*Sm  \  2 

Sn        Su{-1  ... 

^w+1  r/,!  1 2 ... 

t/2M  +  l 

nnd  daher  ist  bis  aaf  einen  positiven  constantcn  Factor  -  "J:,  .     gleich 


F(x) 


(26) 


I  /Sj        fij        ...   Su  I  2 


r(x) 


Sn        Sn-\.l  ...  &ti 
Üii+1  Uh^2  ...   I72M+1 


Litteratur: 

Das  in  diesem  Paragraphen  eingeschlagene  Verfahren  verdanke 
kh  einer  Mitteilung  des  Herrn  Prof.  Stern.  —  Ycrgl.  noch  Hanckel 
^Ueber  die  Transformation  von  Reihen  in  Eettenhrflcho"  (Schlömilch, 
Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  7.  Jahrgang,  pag.  338). 


§  13. 

Die  Functionen  ^,  tp^  i^  sollen  endlich  unmittelbar  durch  die 
Coef&cienten  von  F(x)  und  /i(x)  ausgedrückt  werden.  Wir  ersetzen 
za  dem  Zwecke  die  Determinante  nten  Grades  in  (27)  durch  die 
folgende  vom  Grade  2n  — 1 


1 

0 

0  ...  0 

0 

0 

...  0 

s. 

0 

1 

0  ...  0 

0 

0 

...    0| 

s. 

0 

0 

1  ...  0 

0 

0 

...  Sf 

s. 

• 

0 

•        < 

0 

•       •        •        • 

0  ...  1 

•       • 

0 

•       •       • 

«1 

•       •       •       • 

...  /S^~2 

.       .       • 

0 

0 

0  ...  0 

'S, 

St 

...  ^«.1 

Sn 

0 

• 

0 

•        < 

0  ...  0 

>       •       •       • 

•        • 

•         a          • 

...   Sn 

•       .       •       . 

Sn^l 

.      .      • 

0     0     0  ...  0      &»-l   Sn       ...  &„-8  &H-2 
0     0     0  ...  0      Kh        Vn^l  ...   Fa«-2  F2«-l 

Der  gewählten  Bezeichnung  zufolge  ist  F« »  F(x) .  ü;-,  also  nach  (32) 

addiren  wir  daher  die  erste,  zweite,  ...  (2n — 2)te  Horizontaheihe, 
lehdem  dieselben  bez.  mit  ^s^*  ^^n^'  '"  multiplicirt  "'-'' 


w-T'-i-- 
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.^-s 

^1   • 

1 

i^  M» 

M 

^L  ' 

1 

L  • 

08 

<p 

«  s 

Q   » 

a 

ö     M 

o 

2 

L      ÜP      • 

S       X 

s      • 

M 

1 

-^I  • 

1    1 
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1 

&*  . 

& 

•       • 

:     :     « 

:     : 

•           • 

• 
• 

•  • 

•  • 

•  • 

• 
• 
• 

II 

«,   P    . 

i"  i> 

l-A     • 

o  o 

o 

1    i      ' 

.K)  ,L^ 

^    »    ' 

S  - ' 

'i? : 

:  sf-« 

o  ] 

o  o 

o 

1 1 

u> 

1-  ^ « 

■•»j 

^ 

s 

ir 

09   lO 

Q 

>» 

',    ^  ^ 

o 

'«^ 

^^-^ 

: 

'      •       • 

• 

•           • 

• 

:     :     , 

•      ■ 

• 

•           • 

• 
• 

?  ^5 

:  §  ? 

'a'  < 

o 

^-1 

.  *  1 

1 

»r 

H     09 

,       ^^ 

V 

K 

1 

1 

1 

1 

CO 

S  1 

o  a 

:+*^ 

1 

H* 

I-* 

lO 

,         Ni^ 

*-  1— 

a 

Q 

! 

X 

1 

,        »-• 

»^ 

Aus  dieser  Detenninante  leiten  sich  die  übrigen  Grössen,  genau 
wie  vorhin  ans  (63)  ab. 

Litteratur: 

Cayley  „Nouvelles  Recherches  sur  les  fonctions  de  M.  Sturm  ^' 
(Lionville.  Journal  T.  13.  pag.  269).  Das  Vorzeichen  von  Cayley's 
Functionen  berichtigt  Hattendorf,  Dissertation  §  9.  --  Yergl.  noch 
Brioschi  in  der  Abhandlung  unter  §  11. 


§  14. 

Aach  die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Ausdrücke  können 
fßrmet  erhalten  werden.    Setzt  man  nämlich  in  (11) 


>■.■»■" 


'"^■ 


^;wj-^.^^ 
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uud  beachtet,  dass  die  uiedrigste  Potenz  von  x  auf  der  linken  Säto 
die  2(n—  l)te  ist,  dass  also  aach  auf  der  rechten  Seite  das  constanto 
Glied  und  die  Coefticienten  von  a-,  x\  ...  a:2»~3  verschwinden  mtlssen, 
so  ergeben  sich  folgende  Gleichungen 


l 

IT 


i 


J8J8 
I      I 

fco  fcs 

•      « 

I    I 

^  T 
t  + 

I 

tk.  t^ 
» » 

+  T 

H 


o  o  o 


g  g  g 

I  I  I 

Q     i^  Q 

I  I 

tö  bo  fca 


i 


lO      CO 


.fe  .fe  > 
J  1  I 

•  .  • 

*  •  • 

I  I  I 


bs  ts  be 
»    I   T 


^      ©4 


I    I 


+++ 


ö*   ^   ö* 


9    9    n 
I      I      I 

I      •      • 

•      •      • 

^   o*  Ö- 

S      «      8 
i        I        i 

*^    *o    u 

ttt 


s    s 


^» 


CO© 


g  g  g 

»6      »^ 


J3  J^i» 

o     o    o 


I  I 


.'  1 .1 

*         •        I 

I  I  i 


O  O  o 


+++ 


o  o  o 


+++ 


o  o  o 

+++ 

>  •  • 

•  •  • 

+++ 

ttt 


■r-v 


>f 


■r 
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Bezeichnet  man  daher  mit  Du  nnd  fu-i  die  Dctermiuanten 


Du 
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ll 

0 

...  0 

0 

0 

■  •• 

0 

h 

u 

1 

...  0 

0 

0 

•  •• 

^0 

h 

o« 

«j 

...  0 

0 

0 

•  •• 

^ 

h 

.  aM-2 

1 

Oh-3 

...  1 

0 

h 

•  •■ 

An -3 

hn-^ 

!  ff»— 1 

1 

««-2 

...  dj 

^0 

h 

•  •• 

Ä«-2 

K-l 

an 

«K-l 

...  «2 

^ 

^2 

•  •« 

^M-l 

hu 

a2M-3 

a2*#-4 

...  flw-l 

*M-2 

Än-1 

•  •• 

lf2n-4 

hu- 

.F(x)    x.F(x)  ...  xx-^.Fix)  a;»-i.F,(a:)  i^-^.FjCa;)  ...    x.Fi{x)  Fi(x) 


f«-i  = 


0 

...  0 

0 

0 

...  0 

1 

...  0 

0 

0 

...    Oq 

«2m-4    «211-5     ...   fln-l  ^»-2   *ii-l     ...   ^2)1-5     ^«-4 


■0  wird 


«2(»»~l).^,H-n(«).|«-l  =  Ai'Dn 


oder  wenn  -4^  =  Jn-i  genommen  und  der  stets  positive  Factor  a:2(*»-i) 
Huterdrackt  wird, 

(65)  0«-„(ir)  =  Ai 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass  diese  Function  mit  Fn{x)  im  Vor- 
zeichen ühereinstimmt.  Da  ^m-uix)  und  (pn{x)  dasselbe  constante 
Glied,  Snj  haben,  so  findet  man  hier  wie  im  §  3.  die  Relation 


*n.Aw— 1  —  gn 

ans  der  folgt,  dass  die  constanten  Factoren,  durch  welche  sich  die 
Functionen  F  Ton  den  Functionen  O  unterscheiden,  sämmtlich  das- 
selbe Vorzeichen  haben.  Nun  unterscheidet  sich  aber  das  constante 
Glied  in  F^ix) 


V 


10    b, 


«1     *0     "1 


O,      *1     c/« 


*1 

b. 


vor  durch  den  positiven  Factor  j-^  von  der  Constanten  in  ^»i-2(ir), 

)t  haben  daher  überhaupt  die  durch  (65)  dargestellten  Functionen 
tt  den  Functionen  F  gleiches  Vorzeichen.  —  Die  Gleichung  (65) 
'deirtisch  mit  (63). 


§  15. 

Bei  dorn  gewöhnlichen,  bisher  betrach 
scheu  Reste  zu  bilden,  wurde  die  Divisic 
bis  der  Quotient  ein  Binom  darstellte.    Ma 
Division   schon    nach    einmaliger  Ausfühn 
Dann  erhält  man  folgendes  Schema 

F{x)   =«0    .^iW  +^.^^ ;      ^i(«^: 

(66) 

U2h^2  =»  «2m— 2.  Tr2M-l+Ä'.  U2n  ;  ir2M-. 

^2r-2  =  02r-.2  •  W2r-l  +  or,  Uor  ',  H^2r-1 

dem  der  Kettenbruch  entspricht 
F(x)  x_ 

«2  •     .  -}- 


«2r-2  + 


Wlr  nehmen  an,  dass  in  keiner  der  F 
constante  Glied  und  der  Coefficient  der  höc 
schwinden.    Unter  dieser  v^ 


7"      1        - 
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eOmiiiiren  vir  ans  (66)  die  U  und  vergleichen  die  entstehenden  Gloi- 
ehnngen  mit  (3) ;  es  findet  sich 


^.(*)= -»»; 


^4(») 


o,  o 


1«6 


»7  5 


ft. 


F^{x)  ^  J  W, 


Fdx) 


«3  «7 


IF. 


0r1.a5.0r9...  or4)i— 3  or^.crY  ...  «4»»— 1 


Bezeichnen  wir  mit 


'Ot 


«31 


...    (tili 
...   Äm-l 


die  Cocfficicntcn  von  F{x)^ 
die  Coefticieuten  von  F,(x), 


^  (2M-1),  Ci^Sh-d^  caCäw-i),  ...  c„.-,.(2''-i)  die  Coefticieuten  von  Tr2,,-i, 


cv,<2">. 


Ci<2h), 


,,,(2"), 


...  c„»-M^'-"^      die  Cocfflcicnten  von  V^u 


in  der  Keihcnfolge,  wio  sie  wachsenden  Potenzen  von  x  entsprechen, 
so  erhält  man  unmittelbar  aus  dem  Gange  der  Division  zur  Berech- 
nung der  Coefücicnten  die  llecursionsformel 

(67)  cfi^'^  =  c,fi(*)-ak.<?,n<*H) 

wobei  c,W  =  os  und  c/^)  «  J«,  und  für  den  Toihiennor  a*  den  Wert 


(68) 


Cn(*) 


«*  =  ^HD 


Die  Einführung  dieses  Ausdrucks  in  (67)  giebt  die  Formel 


(67*) 


ri,(*+2) 


Co<*+i) 


dorch    deren  wiederholte  Anwendung  man  jeden  Rest  direct  durch 
jr(jr),  F^{x)  und  ihre  Coefficienten  darstellen  kann. 

Zerlegt  man  nämlich  in  der  Gleichung 

1         (^<*-i)       c.(*-^) 


die  erste  Verticalreihe  nach  (67*),  so  zerfällt  die  Determinante  in 
zwei  Determinanten,  welche  sich  zusammenziehen  lassen  zu 


^ 


(4-2) 


^0 


(*-2) 


(*-3) 


0 

Co(*-2) 


C,<*-2) 


^0 


V» 


•  ■  . 
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Zerlegt  man  ebenso  die  letzte  Vcrticalreihc  dieser  Determinante, 
so  findet  man  nach  einigen  Reductionen 


r««*)  = 


Oo<*-^).Co<*-2) 


.,(*-•») 

r/*-*) 


r,+2(*-2)    ^,^.2(*-3)   Cs.^  2^Jc-4) 


Allgemein  zweigt  man  mit  denselben  Mitteln  die  Uebereinstimmung 
der  folgenden  Determinanten 


;^n^*-*>         C./*-*-l)  ...    <?n(*-2A) 


0 


0' 


1  c,(*-*)         OjC*-*-!)         ...   Ci(*-2A) 


und 


^0 


(Jk-A-l) 


eo(*-*-2) 


...  ro^^-2A-2) 


Ca(*-*-1)  Ca(*-*-2)  ...   rA(*-2A-2) 


Die   wiederholte   Anwendung   dieser   Transformation    führt   fQr 
jfc  =  2n  — 1  zu  dem  Endresultate 


Co<^»-2).Co'^'^> 

...  fo")- «*<*"-*'  - 

«^,(1)                Co«» 

0              0 

0 

0 

...0 

c,(i)           c,tO) 

c^w        c^m 

0 

0 

...0 

CgO)           cg«» 

•    •    ■    • 

^0^'^ 

...0 

•          •          •          •          • 

<?2#«-8<^>       C2,i-8^ö>       C2»-4^1)        C2„-4(ö)        C2ii-5<1)        C2«-5^Ö)       ...  ^..gd) 
<?«f2n-2^^^  C«-|.2»-2(^>  <'«+2ii-3^^^  f«f2H-3^®^  Cgf2ji-4(^)  C»4.2h-4^^>  ...  0*fH-l<*> 

Um  hieraus  die  Function  TTor-i  zu  bilden,  müssen  wir  die  letzte 
Horizontalreihe  mit  x*  multipliciren  und  die  für  «  »  0,  1,  ...  m—n 
sich  ergebenden  Ausdrücke  summiren.  Addircn  wir  danach  zu  der 
letzten  Horizontalreihe  noch  die  Ite,  2te,  ...  (2n — 2)te,  nachdem 

diese  zuvor  bez.  mit  ^^^^2*  ^^i^'  •"  ~  miltiplicirt  sind,  so  ergiebt 
sich 

1 1_ 


wenn  Du  die  Determinante  darstellt 


-.-    -■    Jt  I 


(69)    X>. 
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1 

0 

0 

...  0 

0 

«J 

h 

1 

...  0 

0 

<H 

h 

«1 

...  0 

0 

hn—2     On-2     ^m— 3        «m-3         ...    1 
*•«— 1      «M-l      hn-'2        an-2         ...    «i 


0 


^«-3    ^2m-3    ^-4       a2n-4        ...    a»»-!  *»i-2 


Nun  ist 


/^mW 


ft2w— 5.<y2M-n... 
«2n-3.ff2n— 7  ... 


W^H-l 


also  mit  Rücksicht  auf  (68) 


(70) 


/;»w  = 


JV2"-3).^^(2n^).e^(2,i-7)  ,  J8  '  a.2(M-l) 


•  A. 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Zoichenreibcn  der  durch  die 
Determinanten  Dn  dargestellten  Functionen  den  Zeichenreihen  der 
Functionen  Fn{x)  äquivalent  sind. 

Die  Determinante  (70)  stimmt  mit  (63)  und  (65)  überein;  denn 
die  Determinante  (70)  erhält  nur  den  Factor  (--l)«(»*-i)  =  +  1,  wenn 
man  die  Ite,  3te,  ...  (2»  — l)te  Horizontalreihe  nach  einander  bez. 
zur  (2/1  — l)ten,  (2n— 2)ten,  ...  wten  macht. 

Litteratur: 

Dies  Verfahren  entwickelt  Heilermann  in  seinen  drei  Aufsätzen: 

1846   „Ueber  die  Verwandlung    der  Reihen   in  Kettenbrüche" 
(CreUe  Bd.  33.  pag.  174). 

1852  „Ueber  die  Reste,  welche  bei  der  Anwendung  des  Sturm- 
schen  Satzes  vorkommen"  (Grelle  Bd.  43.  pag.  43). 

1854  ,Jndependente  Berechnung  der  Sturm'schen  Reste"  (Grelle 
Bd.  48.  pag.  190). 

Vergl.  noch  Sylvester:  „On  a  Theory  of  the  Syzygetic  relatious" 
art.  10. 


§  16. 

£s   ist   meine  weitere  Anfgabe   zu  zeigen,  wie  auch  aus  der 

l^nnite-Jacobi'schen  Betrachtungsweise   die  Gültigkeit  des  Sturm- 

1  Satzes  für  die  Sturm'schen  Functionen  zweiter  Gattung  gefolgert 
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werden  kann.  Zu  diesem  Zwecke  stelle  ich  zunächst  kurz  die  Haupt- 
punkte dieser  Methode  zusammen. 

Während  alle  Forscher  vor  Hormite  Functionen  aufzustellen 
suchten,  welche  die  im  §  1.  unter  1),  2)  und  3)  entwickelten  Eigen- 
schaften besitzen,  ging  Hermite  von  dem  Trägheitsgesetze  der  quadra- 
tischen Formen  aus: 

„Wenn  man  eine  quadratische  Form 

1»        8 

l.r  l,r 

von  den  r  unabhängigen  Variabcln  u^^  m^,  ...  »z^,  in  welcher  die 
Coefficienten  {An.s  ==  Ag,n)  sämmtlich  reell  sind,  vermittelst  einer 
reellen  linearen  Substitution 

in  eine  neue  Form 

N 

transformirt,  welche  nur  die  Quadrate  der  Variabcln  enthält,  so  wird 
die  Zahl  der  positiven  und  negativen  Termo  in  der  transformirten 
Form  stets  dieselbe  sein,  welche  Substitution  man  auch  gewählt  haben 
mag."    (Baltzer,  Determinanten  §  13,  15). 

Zur  Bestimmung  dieser  constanten  Zahl  führt  am  einfachsten  die 
reelle  lineare  Substitution 

(n  =  1,  2,  ...  r),  welcher  die  Coefficienten 


P»  = 


Wm.m 


W»— 1,H— 1 


(n  =  1,  2,  ...  r) 


entsprechen,  wenn  fn»,n  die  Determinante  bezeichnet 

(71)  Wm.w  =     -4,,i     Aj,2  ...  Ai,n 


An,i      An, 2  ...   Au,n 

Die  transformirtc  Form  /  enthält  also  so  viel  positive  und  bez. 
so  viel  negative  Glieder,  als  Zeichenfolgen  und  bez.  Zeichenwcchsel 
in  der  Reihe 

(72)  7/lorO  =  1?      *»1»1  =  -^Mi      ^.29     ^3,9^   -   ^r,r 

vorkommen. 
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Es  seien  nun  wie  früher  von  den  Wurzeln  der  Gleichung  F{x)  =  0 

xr+i,  xr+2,  ...  ^m  irgcud  welche  Wiederholungen  der  unter  einander 

verschiedenen   Wurzeln    x^^  x^^  ...  a-,.     Bezeichnen   \Yir   ferner   mit 

^iM-:   Qi(^)f  •••  9rU)  rationale  Functionen  von  x  mit  reellen  Coefii- 

cienten,    mit  a  eine   positive  oder  negative  ganze  ungrade  Zahl, 

endlich   mit  ca(x)  und  ttCj-)  zwei  Polynome  mit  reellen  Coefficienten, 

welche   för  jeden  reellen  Wurzelwert  von  F(x)  =  0  im  Vorzeichen 

flboreiustimmen,  so  ftihrt  die  Betrachtung  der  für  die  Stürmischen 

FoDctioiien  „erzeugenden"  quadratischen  Form 

(73)  /=  £(x-xk)-.-}^.lV'  =  £  -S  J,,.w,u, 

l.r  <n)  l,r  l.r 

in  der 

*  Oi(xjc) 

(74)  A„,s  =  £{x  —  xkY.  ~ --.- .  Qv{xk).QH{xk) 

asf  diesen  Satz: 

,,Für  einen  reellen  Wert  h  von  x  stimmt  die  Anzahl  der  Zeichen- 
folgen in  der  Zeichenreihe  der  Functionen  (72)  (Iherein  mit  der  An- 
zahl der  verschiedenen  complexen  Wurzelpaare  von  F{x)  --=  0,  ver- 
mehrt um  die  Anzahl  der  verschiedenen  reellen  Wurzeln,  die  kleiner 
als  h  sind. 

Und  die  Anzahl  der  Zeiclienwechsel  ist  gleich  der  Anzahl  der 
verschiedenen  complexen  Wurzelpaare,  vermehrt  um  die  Anzahl  der 
verschiedenen  reellen  Wurzeln,  die  grösser  als  h  sind. 

Sind  daher  h  und  k  reelle  Zahlen  und  k^h^  so  liegen  zwischen 
X  5=  h  und  X  =  ik  80  viele  verschiedene  reelle  Wurzeln  von  F{x)  =  0, 
wie  die  Zeichenreihe  von  (72)  für  x  =  h  weniger  Zcichenwechsel  ent- 
hält, als  für  x  =  //." 

Vergl.  Brioschi:  „Sur  les  series  qui  donnent  le  nombre  des  racines 
reelles  des  equations  alg^briques"  (Nouvelles  Annales  de  Mathema- 
tiqncs  T.  15.  pag.  264). 


§  17. 

Um  hiemach  aus  den  unendlich  vielen  Systemen  von  Functionen 
,H  (71),  welche  die  Eigenschaften  der  Stürmischen  Functionen  be- 
sitzen, die  vorhin  betrachteten  Functionen  abzuleiten,  nehmen  wir  die 
n  Sabstitationeu  vor. 


va^i^+'-n         a-*7 


daher 

(75) 

mn,n  —  (—1)" 

Ml      t*2 

•     •     •     < 

d.h.  nach  (42)  die  Function  mu,n  geht  in  o 
zweiter  Gattung  tpnix)  über. 

IL*)    Setzen  wir  dagegen 


P»*(«)  =-  a;" 


-1^     ;i(x)  =  r'(a:),     G)(a:) 


also 


*      1        TJxk)        1 


1,^«— iTjk    r'(a:ifc)    ar*»*+«-2 


=—2; 


cik 


i.r  a:»**+»-^ 


(-Ö 


d.  1 


so  ist 

(76) 

mn,n  =  ( — 1)" 

Ut 

u. 

...      i 

Uz 

... 

•       • 

Un      TL  ' 


"J  -■ 


■iv/- 
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■ehea  Satzes  fttr  dio  Zähler  der  Näberungswerto  dos  Starm'schcn 
Settenbmcbs  zweiter  Gattang  selbst  bewiesen  werden.  Wir  legen  dio 
Glächangen  zd  Gmnde 

Tt(x)     =  («3+ jJjx).  T^ix)  -x\  T^ix) 

(3*)  

Ti-i(x)  =  iai-{.ßix).ri(x)  —  x».r,+i(x) 


Tr-l{x)={ar  +  ßrx).Tr{x) 


Es  ist  £  rr,it  \  rri  I — ^  =  0  f ür  jeden  Wert  von  r  und  die  Summe 


für  r  =  0,  1,  2,  ...  r  — 2, 
für  r  =  — 1, 


weil    sie    gleich  dem  mit  negativem  Zeichen  genommenen  Quotienten 
beiden  Determinanten 


1 
1_ 


1 


...  1 


r— 2 


a^a 


r-2 


JCr 


r--2 


r—2—r    a.^r— 2-r    "'    «.  r— 2-r 


X, 


Xr' 


und 


1 


1 
1 


...    1 
1 

•  •• 


x^-^    ar,»'-! 


a-r 


r— 1 


ist;  daher  findet  man  nach  (3*) 


*      a't^^t(gA)     ^  (  0  für  r  -=  2,  3,  ...  r  — 1, 
1.,  r'(x»).r,(ark)       \  -«1  für  r  =  1, 


und  aUgemein 

*       g-t^^iCa-t)     _  ( 0  für  r  =  2(e. 
(77)  Ä  r(xk).ri(a:»)  ~  \ -er,«, ...  a,,i 

oder 
(77*) 


0  für  r  =  2(e-l),  2(i—l)+l,  ...  r— 2+(i 

für  r=2(t— 1)— 1, 


-1), 


j,  n'-i.yt^^--*.7V(a:t)  _  (  0  für  r  ==  «, 
l.r        r'(«).7;(a:»)  \  -  aja, ...  a,_i 


5*,  t-f-1,  ...  r — 1, 


für 


*•— 1. 


Diese  Gleichung  ist  identisch  mit  (51*),  die  aber  auf  ganz  verschie- 
denem Wege  gefunden  wurde. 

Bezeichnet  man  mit  )'o^*'~^  das  constante  Glied  von  Ti{x)  und 
sar  Abkürzung 
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(78) 


1.,  T'(x]c)/I\(xk)       '' 


80    erhält  man   mit  Hülfe    der  Relationen  (77*)  sofort  die  beiden 
Gleicbangen 


(79) 
und 


*  n*-^-W"^-*. W^*).7V(:»*) 


r(xkyr,(xk) 

•SV  =  — -  a^a^ ...  a,-i .  yo^*"""'^ 


0  für  (/t  — 0->0 


Aus  dem  System  (3*)  ersieht  man  aber,  dass  Ym^""^^  ^ ? 

dalier  ist  auch 


(80) 


'S',-  =  — 


ßi 


Um  diese  wichtige  Beziehung  (80)  herzuleiten,  kann  man  auch  *) 
in  den  Gleichungen 

r,{xk)     =  (a,-+i  -f /?,+!  Xk).Ti+\{xk)  — a-k-.7V+2(n) 

auf  beiden  Seiten  bez.  mit  j-jk^C'-D-i.VV+ifn)  und  xk^(^-^^'^.Ti{xk) 
multipliciren  und  von  k  =  1  bis  //  =  r  summircn ;  man  erhält  mit 
Rücksicht  auf  (79) 


(80) 


»S+i  =  cri.2?  — . 
l.r  « 


*1    Xk'-^-ixk'-lTiixkVri+iixk) 


'/»' 


T'(xt).TM) 


i.^a-jk  7  (a-jfc)./\(a'jt) 


und  daraus  die  gewünschte  Relation 


«i+i.'^i+i  =  c(uSi  =  ...  =  ai.'S'i  = —  1 


denn  es  ist 


s\  = 


1,,  Xk  T'ixkj       ^  ' 


—  Ä,)     und    «,  =  y- 


Multiplicirt  man  ferner  die  Gleichung 

(3**)  Ti^i(xk)  =  (ff.+  ßiXk).  Ti{rk)  —Xk^.  7V+i(xfc) 

auf  beiden  Seiten  mit  xk''~^.Ti{xk)  und  summiit  über  k  von  1  bis  r, 
so  erhält  man 

l  1    a-k'-l-*.irjt'-l-i.r.(:r*).7;(a-*) 


oder 


0  =  ai,Z--. 
UXk 


r{xk),T,{xk) 


+  ß'^'^'i 
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^^  i,raTk*  rixkyr^ixk)  ^  aiMi 

Maltiplidrt  man  endlich. beide  Seiten  von  (3**)  mit  ar**+»-*.7'A(xjk) 
und  summirt  wieder  von  k  ^  1  bis  k  »  n,  so  wird 

*  1^  xk^'^-lxk^'^-i Thixk), Ti (x4 
wenn  (A  —  i)*  >  1,  also  auch 

Setzen  wir  nnnmehr 

Pi(^)  =  -  •       ^sW  =  -»•  ".  PnW  =-  -^^i—»  •  •  ^»-W -^7- 

«(x)  =  r'(aj),     a>(x)  =  T,(x),    a  -  1 
10  ist  zunächst  nach  (10*) 

^»•(^^^  =        T,(x,)   ' 

ond  daher  folgt  aas  (74) 

.  *1^   xk'^-'^-lxk'-^-^. TnjXk). Ts(xk) 

"•'^''Tr'*'  T'(Xk).T,(Xk) 

_  j, rk''-^-^.xk'''^-k.Tn(xklTs(xk) 
1.,  rV*).7\(xt) 

Hieraus  ergiebt  sich 
erstens  f ür  n  =  «  nach  (82)  und  (80) 

A  /^n       ,     1    _  ?M_ 

zweitens  für  «  ==  n+l  nach  (81)  und  (79) 

-^n.n-l-l  =  ^n+l,n  =  «  "7""  =  — 


ttn  OhMh-^I 

drittens  fOr  Werte  von  n  und  «,  die  sich  um  mehr  als  die  Einheit 

noterscheiden, 

An,B  =  0  nach  (83)  und  (79) 

FOhrt  man  dieso  Werte  in  (71)  ein,  schafft  die  Nenner  vor  die 
"Oelenmnante  und  multiplicirt  jede  Horizontal-  und  jede  Yerticahreihe 
t — ^1,  so  findet  sich 


r't^ 
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(84) 


wiw.n 


1 

q\   X    0     ...     0 
X     q^   X     ...     0 
0     X     q^   ...     0 

0 

Ofi2.«2* ...  Clf„* 

0 
0 

•    • 

0    0    0    ...     5m-i  X 
iO    0    0     ...    o;        <7„ 


d.   b.     'nht,n  = 


q\  qn 


«l^Ctj*...«,,^ 


Wählen  wir  noch  a;  =•  0,  so  reducirt  sich  qn  auf  <ir,i,  ^„,„  auf  — » 
und  -^»«,8  wird  Null  für  (n — ä)^  >>  0;  daher  ist  in  diesem  Falle  eiu&ch 


mu,n  = 


Oj.Og...  Ctn 


und  diese  Gleichung  giebt  wieder  den  Satz  §  2. 

IV. 2)  Setzt  man  in  (73)  und  (71)  «  =  0,  so  enthält  die  trans- 
formirto  quadratische  Form  /  so  viel  negative  und  so  viel  positive 
Quadrate,  wie  die  Gleichung  F{x)  =  0  verschiedene  Paare  complcx 
coujugirter  Wurzeln  besitzt 

Substituirt  man  gleichzeitig  wie  in  III. 


Xu 


SO  folgt 


_    *  1    xe'-^-l.xk'^-^-lTuixk), Ts(xk) 


Daher  ist  jetzt 


also 
(85) 


•AftfU 


ßn 


^H.CfM 


•4||,M+1  ■=  Ani-l.n 


»'^H+l 


Oh  OH'f<u+\ 

^n,.  =  Oftir  (,»-«)«>  1 


'^'••"-   V.V...«H* 


ft  1  0    ...  0  0 

1  /Ja  1     ...  0  0 

0  1  /Ja   ...  0  0 

0  0  0...  i^H-i  1 

0  0  0    ...  1  ft 


Durch  dies  Resultat  ist  abermals  der  Satz  §  2.  verificirt 


r-pT-~: 
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Ist  endlich^) 
9m(x)  =-  -;rfx^i'     ^i^)  =  ^'(^)»    «W  =  'AW  und  noch  a  =  0 


•0  wird 


-^M.f  =  «^«+1+2^-2 


Es  giebt  also  die  Zahl  der  Zeichenwechscl  wie  der  Zeichenfolgen 
in  der  Reihe  der  Detemiinanten 


(86) 


1;    "^1 


S2X      «J^aA+i  I;  ... 

•82;.+!  '^A+2 


^2X  ^iX-k-l   ...  *^A+r— 1 

•i>2A+l        ^+2  ...  '^.+r 

^+r— 1   S'ZX-^r  ...    '^+2r-2 


die  Anzahl  der  verschiedenen  imaginären  Wurzeln  von  F(x)  »  0  an. 
In  (86)  kann  man  für  l  irgend  eine  ganze,  positive  oder  negative, 
Zahl  setzen  nnd  erhält  danach  unendlich  viele  äquivalente  Zeichen- 
rdhen;  speeiell  f Or  iL  ==  0  und  1^1  gelangt  man  zu  den  Reihen 
(38)  und  (39)  zurück. 

Litteratur: 

1)  Yergl.  die  im  §  16.  citirte  Abhandlung  Brioschi's. 

2)  Brioschi:   „Sur  les  fonctions  de   Sturm.^^     Comptes  Rendus 
T.  68.  pag.  1318.   1869. 

3)  Kronecker:  „Sur  le  th^or^me  de  Sturm.''    Comptes  Rendus 
T.  68.  pag.  1078.    1869. 

4)  Jacobi  (Grelle,  Journal  Bd.  53.  pag.  281). 
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IL 


Les  trois  sphercs 
des  Polyedres  r^guliers  i^toil^s. 


Par 


Georges  Dostor, 

Profcsscur  k  la  Facultd  des  scienccs  de  rUnivccsiitc  catholique  de  Pari«. 


§  I.    Notice  tur  let  Polyödres  r^uliers  ^toilös. 

1.  La  decouvcrte  des  premiers  Polyödres  ^toil6s  parait  dne  ä 
Kepler.  Dans  son  Harmonique  du  Mondc^  Ic  grand  astronomo 
donue,  h  la  page  52  da  deuxi^me  Ihre,  la  constrnction  des  deux 
dodeca^dres  regoliers  etoil6s,  qui  ont  des  angles  solides  convexes. 
Les  faces  de  ces  deux  polyedres  sont,  pour  Tun  et  pour  rantre,  des 
pentagoiies  r^guliers  6toil6s;  mais  les  angles  solides,  qui  sont  convexes 
dans  les  deux  corps,  sont  penta6dres  dans  le  premier  et  tri^dres  dans 
le  second  de  ces  deux  polyödres  etoiles. 

Dans  le  mome  livre,  a  la  page  54,  Kepler  fournit,  de  chacun  de 
ces  Corps  constellös,  un  double  dessin  ombre,  parfaitement  ex^cntä: 
les  deux  polyedres  sont  reprcsentes  chacun  de  face  et  de  cöt6  par 
rapport  a  Tun  des  pentagones  etoiles,  qui  les  terminont 

II  est  probable  que  Tauteur  des  lois  planetaircs  aurait  ^te  con- 
duit  imm^diatement  aux  deux  autres  polyedres  rdguliers  Etoiles,  s'il 
avait  eu  l'idee  de  Texistcnce  d'anglcs  solides  ^toilös.    On  sait  que  ces 


'  Uarmonices  mundi  libri  V.     Lincii  Aostriae,  MDCXIX;  in-fol^« 


!■  1      ,      I 
*    ll 
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Cela  pos6,  dans  le  tetra^drc  lÄCO,  projetous  sur  lo  plan  do  la 
fiue  ÄCO  rensemblo  des  trois  autres  faces  C70,  AIO  et  ÄCI-,  uous 
(Xenons  Tegalite 

ÄCO  =-  CIO .  cos ^C/+  AIO .  cos  COAI+  ACI.  cos lACO , 

00,  en  ayant  6gard   aux  valeurs  (1)   et  (2),   et  en  observaut  que 

co«LlCO=  cos  2  =  0, 


(3)  ACO'=  CIO.cos^  +  AIO.  cos  — 

um 

Mais  nons  avons 

le  triangle  ACO  =  iOC.AC=  Jr.^lC, 

le  triangle  CIO  =  \OC.CI  =  Jr.ylCcos--, 

et  le  triauglo  AIO  =  \OI.AI  =  ^Q.ACsin^^- 
i*  H  Tient  donc,  en  substituant  dans  (3)  et  en  divisant  le  r6sultat 

r  =  r  cos*  "^  +  p  sin  —  cos  ^—  • 
n  n  m 


Faisant  passer   rcos*—    dans    le    premicr    membro,     rempla^ant 

1  — C08*—  par  sin* — *  puis  divisant  par  sin — ,  on  obtient  la  re- 
UtioD 

\^)  rsm —  =  pcos^— » 

n  m 

Qoi  existc  entro  le  rayon  r  de  la  sph6ro  inscrite  dans  le 
PoJy^dro  regulier  et  le  rayon  q  de  la  spb^re  tangcnto 
anx  aretcs  du  polyedre. 

4.  Relation  entre  le  rayon  R  de  la  sphdre  circonscrite  et  le 
liyon  q  de  la  spbdre  tangente  aux  ar^tes.  Le  triangle  AIO  (Fig.  1) 
fioas  donne 

0^«=  ()P-\-ÄP  =  Öi*+ic2sin2^=  Ö/2-(-(^2_(;Ö2)siU«^, 

qn 


222=  p«+(iE«— r*)sin2 


lA  en  dödnit 


JB»cos2^=()2-r«sin*^. 
»  n 


h«*- 


Dosiori  Leg  trois  sphhres  des  Polyhlres  riguUers  iloil€$,  83 

d'o^  noas  tirons 

8in/=-. 
Q 

Mais  par  la  rclation  (I)  noas  avons 

cos^ — 

r  m 


sm  — 

n 

donc  il  noas  vient 

pn 
cos  — 

(V)  sin/-^ —> 

sm  — 
n 

Cette  expression  6tait  aussi  conoue  pour  Ics  polyödrcs  r^guliers 
convcxes,  ou  pour  le  cas  de  p  =  1  et  q^  1. 

Au  moyen  de  cette  formule  (V)  nous  pouvons  calculcr  les  angles 
AncliDaison  des  faccs  a^jacentes  dans  les  poly^drcs  r^guliers  ^tolles 
oomme  dans  les  poly^dres  r^gnliers  convexes. 

8.  Inelinaisoii  des  fftces  dans  le  t^trai^dre  r^gralier.  Dans  ce 
poly^dre  regulier  convexe  (Fig.  2),  les  faces  sont  triangnlaircs  et  les 
angles  solides  sont  des  tri^dres.    Kons  avons  donc 

ce  qm  nous  donno 

. ,  ""4     1       1      1 

8in/=  - 


et  par  suite 


.    Tt""^.   »"■2sin60^""  V3' 
sm  ö-      28in^  ^ 


V2 
cos/  =  r/ö'    tang  /  ==  y 2. 


Nous  avons  par  cons6quent 

(a)      sin2/  =  jy2,    cos2/=i,    tang2J=2V2,    s6c2/=3, 

et 

2J==  70<>  31'  43",6. 

9.  Inelinaison  des  faces  dans  Thexa^dre  r^grulier.  Les  faces 
do  ce  poly^e  regulier  convexe  (Fig.  3)  sont  des  carr^s  et  les  angles 
acriUdes  sont  des  tri^dres  trirectangles.    On  posera  donc  dans  la  for- 

»da  (V) 

»«4,    ^^1',    m  =  3,    p  =  !•, 
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Rempla^ant  rsin--  par  sa  valeur  gcos   -  tiree   de  (I),  on  obtient 
la  relation  dcmandöo 

722  cos«  ??  =  p2  _  ^2  co8«^-  =  ß2  sin»?-. 


tn 


OU 

(H) 


i^cos 


n 


^        tn 


5.  Relation  entre  le  rayon  r  de  la  sph^re  Inserite  et  eelal  R 
de  la  Sphäre  circonscrite.  Si  nous  divisons  membre  b,  niembrc  les 
deux  6quations  (II)  et  (I),  nous  trouvons  la  relatiou 


iecos  — 

n 


rsin 


n 


sin  — 

m 

pTt 

COS  — 
m 


qui  SC  r6duit  ä 
(III) 


Jl  pn         qit 

^  tang'    tang^-. 


m 


n 


Getto  relation  etait  connue  pour  les  polyödres  r6gulicrs  convexes, 
c'est-ä-dire  pour  le  cas  oü  p  «  1  et  ^  =  1. 

6.    Relation   entre   les   rayons   R^  r  et  p   des   trols  sphdres. 

Faisons  le  produit  des  deux  ^galitds  (I)  et  (11),  nous  obtenons  la 
relation 

„    .  qn      q^         9  '  P^      P^ 
iJrsm— cos —  =  ^^sin  —  — 


n 


n 


COS 


qui  prcnd  la  forme  remarquablc 
(IV)  i?r  sin  "'- 


9    .      ^P^ 


m 


§  III.    Inolinaison  mutuelle  des  faces 
adjacentes  dans  les  polyödres  r^uliers  ötoll^. 

7.  Nous  designcrons  par  2/  Tanglo  plan  qui  raesuro  ccttc  in- 
clinaisou.  L'angle  2/  est  evidemment  double  de  l'angle  plan  OJC 
(Fig.  1). 

Pour  trouvcr  la  valeur  de  /,  nous  ferons  rcmarqucr  quo  le  triangle 
rectangle  OCI  nqus  donno 

0C=  OlsinOIC, 

OU 

(4)  r  =  ^8ini; 


.  ik..'- 
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il  vieDt 

5        10 


4sin  -^cos.^^  =  lyioo— '20  =-  jyso  =  y5. 


DoDC  on  a 

^  2  cos  vTi  1  ^  sm  >- 

--  1  10  1  5 

2smr-  '  2  003;,-  "^ 

o  10 

£n  sccond  lieu,  commc 

2sm^  -=  2sml8«  =  i(V5-l), 

2cos~  =  2co336<>  =  HVo  +  l), 
on  a 

4  8111  VA  COS  r  =  1. 

10       ö 


Doiic  il  vicnt  aussi 

1  «  "P  1  .     .       7t 

=  2  cos  r~n  et     

2sm  J-.  2cosp- 


(6)  =  2  cos  r-,    et    =  2siu  l-:- 


10  5 

12.  Inelinaison  des  faces  dans  le  dod^eaddre  r^grnlier  eonvexc. 
Daus  cc  polycdre  regulier  (Fig.  5),  les  faces  sont  des  peiitagoues 
regulicrs  convexes  et  los  aiigles  solides  sout  des  triedres;  par  suito 
ou  a 

7i  =»  5,     q  =  1\      7/i  =  3,     p  =  1, 

cc  qui  trausforme  la  formulc  (V)  daus  la  suivaute,  en  6gard  ä  l'iden- 
tite  (5), 

cos|  j  2coSj^        ,Vlö+2V5 

sin  ^       2sinjr^ 
On  en  ddduit,  en  tenaut  compte  de  (5)  et  de  (6), 


7t 


C08/==  J 


VlO— 2y5       2  sin  36^       ^^^°r> 


y5  t/5  t/5  ^        n: 

2cos^y 


cos  T7-V  ^ 

tangJ« ^ -  2cos|  =  KV^H-l)', 

sin  7-        2  sin  77; 
5  10 
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CO  qui  nous  doniio 

.  ,   '"'"      1         1 

.    n  K       L>8iii-i:)'^       ^^  "' 

sin  -        2sin  7 
4  4 


• 


et  i)ar  suite 

cos/=  iy2,     taug/--  1. 

II  nous  viont  par  consequont 

(b)  sin  2/  =  1 ,    cos  2/  =  0,    tang  2/  =  oo , 

et 

2/  =-  W. 

10.  Inclinaison  des  faces  daiis  Toctaddre  r^grulier.  Dans  cc 
Corps  regulier  (Fig.  4)  los  fiices  sont  triangulaircs  et  les  angles  soli- 
des sont  tctraedres.    On  fera  donc  daus  (V) 

«  =  3,    5  =  1;    m  =  4,    p  =  l] 

cc  qui  uous  donnc 

n 

—f       2  cos  450       y2 

sm/=^        TT  ==  2 sin 6(7«  ^V**^' 
sin  3 

et  par  suito 

cos  7  =  — Tyj.     tang/  =  2. 

II  uous  vient  par  consequcnt 

(c)  sin2/-=3y2,    cos2/==  — 4,    tang2/= 2V2,    sec2/=  — 3, 

et 

/=  109°  28' 1C",4. 

Si  nous  comparons  Ics  valeurs  (a)  et  (c),  nous  verrons  que 

Les  incliuaisons  des  faccs  dans  l'octaedro  r^galicr 
sont  les  Supplements  des  inclinaisons  des  faccs  dans  Ic 
tetraedro  regulier. 

11.  Identit^s  utile»  dans  r^raluation  des  ^l^mcnts  des  polyddres 
r^gnllers,  qui  sont  termin^s  par  des  faces  penta^onales ,  eonrexes 
ou  ^toil^s,   ou  par  des  sommets  penta^dres  convexes  ou  ^toil^s« 

Puisque 

.      2  sin  }  =  2  sin  360  =  i  ^10^21/  5 , 
2co8~  -»  2 cos  18«  =  jyiO+270. 
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Ceäe  ralenr  de  sin/  est  la  memo  quc  cclle  qui  sc  rapporte  au  do- 
dknkdie  regulier  convexo  (nP  12).    Nous  en  concluons  que 

Dans  le  dodecaödre  regulier  etoilö  de  Kepler,  jlifaccs 
pentagonalcs  ^toilees  et  ä  sommets  pentaodres  convexes, 
i'jnclinaisou  des  faces  est  la  ineme  que  dans  le  dode- 
ca^drc  regulier  convexo. 

15.  Incllnaison  des  faces  dans  le  dodecaddre  regulier  etoile  de 
Kepler,  k  faces  pentagonales  etoilees  et  h  sommets  trlMres.  Pour 
ce  polyedrc  Etoile  (Fig   8}  on  a 

n  =  5,     (2  =r  2,;     m  =  3,    7)  =  1. 
On  trouve  donc,  par  la  formule  (V),  quc 


2  sin  360 
"VF"' 


8iii/  = 

CO8-3              j            28m^ 

.    2«       „        «          V5 
8"» -5-       2coSjQ 

.    ,       ,yiO-2V5 
8m/_i          ,, 

Lc  Sinus  de  cettc  demi-inclinaison  est  par  suite  egal  au  cosinus 
de  la  demi-inclinaison  du  poly^dre  dtoile  pr6c6dent.  Les  demi-incli- 
naison des  deux  polyedres  sont  ainsi  conipl^mentaires.    Donc 

Dans  les  deux  polyedres  r6guliers  etoiles  de  Kepler, 
les  incliuaisons  des  faces  sont  suppl^mentaircs  Tunc  de 
l*autre. 

Cettc  inclinaison  est  par  cons6qucnt 

2/=630  26'5",8. 

16.  Inclinaison  des  faces  dans  le  dodeeaddre  etoile  de  Poinsot. 
Dans  ce  poly^ro  regulier  (Fig.  9),  les  faces  sont  des  pentagoncs 
convexes  et  les  angles  solides  sont  des  angles  penta^dres  6toil6s. 
Par  suite  on  devra  poser  dans  (V) 

n  =  5,    q=  1'^    w  =  5,    p  =  2, 
ce  qni  donne 

cos-?-      sin  TT,           ^  2sm^ 

.    ^             5            10           1  5 

sin  /  =» = == =»  — TV— • 

sm  =-       sin^       2cosr7^ 
00  lü 


-."T  "i«l>*"*T 
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L'iiiclinaison  des  faces  dans  ce  polyödrc  est  ainsi  cgalc  h  celle 
du  polyödre  precedeiit.    Donc 

Las  faces  ont  mCMnc  inclinaisou  dans  le  dodeca^dre 
regulier  ctoile  de  Poiiisot  quo  dans  lo  dodecat'dre  re- 
gulier etoile  de  Kepler,  i\  sommots  triedres. 

17.  Inelinaison  des  faces  dans  Ticosaddre  regulier  etolle  de 
Poinsot.  Dans  ce  corps  regulier  (Fig.  10),  los  faces  sont  triangulaires 
et  les  anglcs  solides  sont  des  angles  pentaedres  etoiles.  II  suffira 
donc  de  faire,  dans  la  formale  (V), 

71  =  3,     r/  =  1 ;    wi  =  5,    jJ  =  2. 

On  trouve  ainsi  quo 

cos    r"         SlUrr:         2 Sin 77;         o    •    ^oo 

5  10  10       2sinl8^ 


sin/  = 


,   n  .    «        o.  .    ^        2sin60"' 

siUö-        siUö"        2  sin« 


ou 

8in/=^^^y^  =  Kyio-y3). 

Si  nous  comparons  cette  valeur  i\  l'expression  do  cos/,  dans' 
ricosaedro  regulier  convexe  (n^  13),  nous  voyoiß  qu'ellcs  sont  egales ; 
les  valeurs  de  /  sont  par  suitc  complemeutaires  dans  les  dcux  corps 
et  Celles  do  21  sont  suppl^mentaires.    Donc 

Dans  les  dcux  icosaedres  reguliers,  Tun  convoxc  et 
l'autro  etoile,  les  inclinaisons  des  faces  sont  supple- 
mcntaires  Tuno  de  Tautre. 

L'inclinaison  des  faces  dans  Ticosa^dre  regulier  6toile  de  Poinsot 

est  par  cons6quent 

2/=4l0  48'37",2ö. 


§  IV.    Relations  numeriques  entre  les  rayons  des  trois  sphöres 
^  dans  les  divers  polyödres  r^uliers. 

18.  Relations  numeriques  entre  le  rayon  de  la  Sphäre  inserite 
et  celai  de  la  Sphäre  tangente  aux  aretes.  Pour  les  calculer,  il  nous 
suffira  de  fairo  usage  de  la  formule  (4),  r  =  psin/.  En  y  remplagant 
sin  7  successivement  par  les  valeurs  trouvees  de  n®  8  A  n®  17,  nous 
obtenons  les  expressious  suivantes: 

Tetraedrc  regulier r  =  Jpy3,        p  =  ry3. 

Hexaödrc  regulier r=\q-^2^       p  =  ry2. 


'il^ 


H   T- 
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OcöMre  regulier   .   .   .r  =  ipy6,  ^  =  iry6. 

Dodecaedre  regulier  con- 
rexe r  ==  ig--J"^^^^    p  =  irViÖ^Työ. 

Jeosa^rc   regulier   con- 
vexo r  =  ieV3(V5+l),    p  =  irV3(y5-l). 

Dodecaödrc  regulier  6toile 
de  Kepler  ä   sommets  

pentaddres **=^ip 'r     ~  *    ^  =  irViO— 2y5. 

Dodeea^dre  regulier  Atolle 

de   Kepler   ä  sommets 

tri^dres r  =  ip-^-^^-,  p  ==  iryiÖ+"2V"5. 

Dodecaedre  regulier  ^toilc  

de  Poinsot r^\Q—-~P^,  p  =.  iryiÖ+2"y5• 
Jeosa^dre  regulier  6toil6 

de  Poinsot r  =  ^tpy3(y5  — 1),  p  =- iry3(y5  +  l). 

^ous  voyons  par  co  tablcau  quo 

1®.  Dans  le  tetra^drc  regulier,  le  rayon  de  la  spliere 
tangente  aux  aretes  est  egal  au  c6t6  du  trianglo  equi- 
lateral,  qui  se  trouve  inscrit  dans  un  graud  cerclc  de  la 
sphdre  inscrite. 

2**.  Dans  Thexa^dre  regulier,  le  rayon  de  la  spherc 
tangente  aux  aretes  est  le  c6te  du  carr^  inscrit  daus  un 
grand  cercle  de  la  sph^re  inscrite. 

3^.  Dans  le  dodecaedre  regulier  convoxe  et  le  dode- 
caedre regulier  ^toil^  do  K6plcr,  h,  sommets  pcntaedrcs, 
lo  rayon  de  la  sph^re  tangente  aux  aretes  est  egal  au 
e6t^  du  pentagone  regulier  convexe,  qui  est  inscrit 
dans    nn    grand    cerclc   de   la   sph^re  inscrite:    car   on   a 

^rVlO— 2y5  =  2rsin~. 

4^.  Dans  lo  dodecaedre  regulier  etoil6  de  K6plcr  ä 
lOmn^ets  tri^dres,  et  lo  dod6caödrc  regulier  ötoile  de 
Poinsot,  le  rayon  de  la  sph^re  tangente  aux  aretes  est 

l  an  c6t6  da  pentagone  regulier  etoile,  qui  se  trouvo 
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inscrit  dans  un  grand  cercle  de  la  sph(>rc  inscritc:  car  on  a 
irVio  +  2y5  =  2rsin>^. 

20.  Nos  valeurs  demontrent  cn  outrc  quo 

1®.  Si  le  dodecaödro  regulier  convexe  ainsi  quc  Ic 
dodecaödro  regulier  etoile,  ü  sommots  peuta^dres  c'on- 
vexes  sont  circonscrits  ^  une  meme  sperc,  les  aretes  do 
ces  deux  polyedres  sont  aussi  tangcutes  u  une  meine 
Sphäre. 

2^.  De  meme,  si  le  dod^caedro  regulier  etoile  a  som- 
mets  tri^dres  et  le  dod6caedre  regulier  etoile  i\  faccs 
convexes  sont  circonscrits  i\  uno  meme  sphörc,  leurs 
aretes  sont  aussi  tangentes  b.  une  meme  spbere. 

21.  Si  nous  rcpresentons  par  p„  q^^  pg  les  rayons  des  sph^rcs, 
qui  sont  tangentes  aux  aretes  des  tetraedre,  hexaedre  et  octaödrc 
reguliers,  circonscrits  li  une  meme  sph^re  de  rayon  r,  on  aura 

22.  Belations  num^riques  entre  le  rayon  de  la  sphftre  cireon- 
scrite  et  cclui  de  la  sph^rc  tangreute  aux  ardtos.    Nous  ferons  usage, 

pour  le  calcul  de  ces  relations,  de  la  formule  (II)  ou  Kcos  —  =  p8in  -  • 
Elle  nous  foumit  les  valeurs  suivantes: 

Tetraedre  regulier  ..72  =  pV3,  p^jTjys. 

Hexaedre  regulier    ..7?«Jßy6,  g  =^  ^R^ß. 

OctaMre  regulier     .   .  Jl  ='  ^^2,  |i==jÄy2. 

Dodeca^dre  regulier 
convexe 72  «  ipV3(V5— 1),     Q  ^  iRV^iV^+l). 

Icosaödrc    regulier 

convexe  . 


•   •   • 


.i2=ipViö:=:275,     9-^in^^'^;'^' 


5 


Dodecaödre  r6gulier 

etoile   do  K6pler,  

h  sommets  pentaödres  72  =»  i  p  VlO + ^  V  5,  p  =  ^  JR rv— ^- — 

yo 

Dodecaedre  regulier 

ätoilö   de  Kepler, 

ä  sommete  triedres  .  R  =  ipy3(V5+l),  q  =  iÄV3(i/5  — 1). 


92  Dostor:  Les  trois  xpheres  des  PolyMres  rirfuUers  Hoüis. 

Dodöcaedre  regulier 

convexe 7?  =  rVlö  — GyT),     r  ==  yiy—'^P^- 

Icosaedre    regulier 

convexe 7?  =  r^fib^^^\     r  =  ^/ej/^-^^^^. 

Dodecaedre  r^^gulier 
etoile  de  Kepler, 
ä  sommets  penta^dres  R  =  ry5,  r  =  J-ßyö. 

Dodecaedre  regulier 
ctoil6    de  Kepler, 

i\  sommets  tri^dres     .  R  =-  rVlö  +  oyö,     r  ==  ^7^|/^^~-^^'^. 

Dodecaödre  regulier 
etoile  de  Poinsot    .    .  72  =  '* "v/5,  r  =  ^-^yö. 

I  cosaödrc    regulier 

etoile  de  Poiusot     .   .  R  =^  rl/l5+'6y5,     r  ^  i7^|/^^^— ^^^' 

26.  La  compamison  de  ccs  valeurs  fait  voir  quc: 

1^.  Dans  lo  tetraedre  regulier,  Ic  rayon  de  la  spliero 
circonscrite  est  triple  du  rayou  de  la  spherc  iuscrite. 

2^.  Dans  riiexa^dro  et  l'octaedre  regulicrs,  Ic  rayon 
de  la  sphere  circonscrite  est  egal  au  cOte  du  trianglc 
6quilat6ral,  qui  se  trouve  inscrit  dans  nn  graud  cerclc 
de  la  spherc  inscrite. 

3^.  Dans  Ic  dodecaedre  regulier  etoil6  de  Kepler, 
h  sommets  pentaedres  et  dans  le  dodecaedre  regulier 
etoile  de  Poinsot,  lo  rayon  de  la  sphdre  circonscrite  est 
egal  au  rayon  de  la  sphere  inscrite  multiplic  par  V5. 

27.  Les  memcs  valeurs  prouvent  encorc  que 

1*^.  Si  rhexaedre  et  roctaödre  rcguliers  sout  in- 
scrits  dans  une  meme  sph^ro,  ils  seront  aussi  circon- 
scrits  a  une  memc  sphöre. 

2^.  Si  le  dodecaödro  et  Ticosaedre  rdguliers  con- 
vexes  sont  inscrits  dans  uno  memo  sphere,  ils  seront 
aussi  circonscrits  ä  uno  meme   sph6re. 


-:.<■ 
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4®.  Dans  le  dod^cai^dre  rögulior  coiivexo  et  dans  le 
dodecaedrc  regulier  etoile  de  Kepler,  ä  sommcts  trie. 
dres,  les  rayons  des  trois  spli^res  forment  entre  cux  la 
relation  7^2  =  r2Q^—lbr^. 

5^.  Dans  les  deux  icosaedres  reguliers,  Tun  convexe 
et  Tautre  etoile,  les  rayons  des  trois  spb^res  forment 
entre  eux  la  relation  R^  =  4^^  —  3^2 

G®.  Dans  le  dodeca^dro  regu'lier  ^»toile  de  Kc^pler,  ä 
sommets  pentaedres,  le  rayon  de  la  sphörc  tangente  aux 
aretes  est  moyen  proportionnel  entre  le  rayon  de  la 
sphere  circonscrite  et  la  demi-diff6rence  entre  ce  rayon 
et  colui  de  la  sphere  inscrite. 

7^  Dans  le  dod^caetre  regulier  etoil6  de  Poinsot,  le 
rayon  de  la  sphöre  tangente  aux  aretes  est  moyen  pro- 
portionnel entre  le  rayon  de  la  sphere  circonscrite  et 
la  demi-sorame  de  ce  rayon  et  de  celui  de  la  sphtire  in- 
scrite. 

§  V.    Expressions  gönörales  des  rayons 
des  trois  sphöres  en  valeur  de  l'ardte  des  potyödres  r6guiiers  ötoilös. 

33.  Expression  du  rayon  r  de  la  sphere  inscrit«  dans  nn  poly^dre 
r^^lier,  en  ralenr  de  Parkte  a  de  ce  poly^dre.  Les  trianglc  rec- 
tangle  OCI  (Fig.  1)  nous  foumit  la  valeur 

r  =  OC  =  CltSLUgOIC  =  e/tang/; 

mais  nous  avons,  par  le  triangle  rectangle  ACI^ 

AC  =  AIcotÄCI=  ^  cot— ' 
n  nous  viendra  donc,  en  substituant, 

(VI)  2r  =  a  cot  ^-  tang  /. 

34.  Expression  du  rayon  iS  de  la  sphere  circonscrite  k  u 
poly^dre  r^lier,  en  ralenr  de  Par§te  a  de  ce  poly^dre«  IVIultiplions 
la  relation  precedeuto  (VI)  par  la  relation  (III)  du  n^.  5;  nous  aurons 

de  suite 

pTt  qn       an 

272  =  a  tang  -  -  tang  '^  cot^—  tang  7: 


mais 


qn        qit 

tang  -—  cot  '*—  ==  1 ; 
^  n  n 
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donc  noQS  anrons 

(VH)  212  =  a  taug  ^  taug  /. 

2b.  Expression  du  rayon  q  de  la  sph^re  tangcnte  ans  aretes 
d'ui  ]N>lj^dre  r^lier,  en  Talenr  de  l'arete  a  de  ce  poly^dre.    Daus 

«TT 

COS   — 
in 
2a  formiilo  (VI)  rempla^ons  r  par  sa  valcur  q fournieparTega- 

sm^- 

n 

Ut^  (I);  cUc  deviendra 

cos^— 

-^P  — — :  =  acot  ■- taug /, 

Sin-  — 
n 

OK 

ou,  cn  moltipliant  les  deux  mcmbres  par  sin  —   et    eu    divisant  par 

m 

qjt 
COS    — 

(Vin)  2p  =  a r^tang/. 

cos^— 

36.  Nous  pouvons  tronvcr  une  expression  plus  simple  de 
la  valeur  de  2p.  Multiplions,  en  effet,  Tegalite  pr6c6dcnte,  membro 
ä  membre,  par  la  relation  (V);  eile  deviendra 

an  p7t 

cos^^  COS-- 

n  m 


2psin/  =  a — ;tang/. 


p7t  °  .       flTt 

cos —  sm  — 

m  n 


on,  en  r^duisant, 

an 
cot  ^  ^ 

(IX)  2p  ==  a r  =  a  cot  —  sec/. 

^       '  '^  COSi  7i 


§  VI.    Valeurs  numörtques  des  rayons  des  trois  spheres  en  fonotion 
de  l'ardte  des  divers  polyödres  reguliers. 

37.    Talcors  nnm^riqnes  du  rayon  q  de  la  spliere  tangente  anx 
arttcs,  en  fonetion  de  l'nne  a  de  ces  aretes«    Pour  plus  da  simplicite, 
m  lien  de  nous  servir  de  la  formule  (IX),  nous  ferons  usage  de  la 
»lilion  (Fig.  1) 
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AO'i  —  Ö/3  =  AI', 
OU 

47?2  — 492  =  ^2^ 

quo  nous  Iburnit  le  triaugic  rcctaiigle  AIO. 

Si  iious  romplag^iis,  dans  cette  egalite,  iR^  par  ses  valcurs  suc- 
cessives  cii  foiictiou  de  g,  qui  sc  trouvcnt  au  n*^.  22,  üous  obticndrons 
le  oxpressions  suivaiitcs: 

Tetraedrc  regulier ^  =  JaV2,  «  =  2py2. 

Ilexaedre  regulier ()  =--^  Jrt^/2,  a  =  ^y2. 

Octaedro  regulier P  =  ^^5  n  =  2q. 

Dodecaedre  regulier  couvexe  .  g  =  i<Kv  ^+1)"»  «  —  j^pCV {>—!)*• 

Icosaedro  regulier  convcxe     .  g  =  J«(y5-j-l),  a  =  p(i/5— -1). 

Dodecaedre  regulier  etuile  de 
Kepler,  a  somiiicts  poutaedres  g  =  ]a(y  5—1),        a  =  p{yr)+l). 

Dodecaedre  rv'gulier  eloile  de 
Kepler,  a  sommets  triedres  .  g  =  irt(y5 — 1)-,       a  =  IpCyö-f-l)*. 

Dodecaedre  regulier  etoile  de 
Poinsot g  ===  {a{y' Jj-\-l),        a  =  p(y5 — 1). 

Icosaödro    regulier   etoile   de 
Poinsot p  =  ]fl(y5— 1),        a  =  p(y5-|-l). 

3S.    Nous  voyous  par  ces  valeurs  quo: 

1^  Lorsque  le  tetraedrc  et  riiexaödre  reguliers  ont 
meine  arete;  les  rayons  des  deux  spheres  taugentes  aux 
aretes  sont  le  second  double  du  premier. 

2'^  Lorsque  Ticosaedre  regulier  couvexe  et  le  dode- 
caedre regulier  etoile  de  Poinsot  out  meme  centrc  et 
meme  arete,  leurs  aretes  sont  taugentes  a  une  meme 
sphere,  dont  le  dianietro  est  egal  au  cöte  du  dodecagonc 
regulier  etoile,  qui  se  trouve  inscrit  dans  le  cerclc  ayant 
l'arete  connnuue  pour  rayou. 

3^.  Lorsque  le  dodecaedre  regulier  etoile  de  Kepler, 
ÜL  sommets  pentaedres,  et  Ticosaedre  regulier  etoile  de 
Poinsot  ont  meme  centre  et  nuMne  arete,  leurs  aretos 
sont  aussi  taugentes  a  une  meme  sphere,  dont  le  dia- 
metrc  est  egal  au  cote  du  decagonc  regulier  couvexo, 
qui  se  trouve  inscrit  daus  le  cerclo  ayaut  Tareto  com- 
mune pour  rayou. 

4fi,    Lorsque  ricosa^dre  regulier  couvexe  et  Ic  dodä- 
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40.    La  comparaison  de  ccs  expressious  prouve  que: 

1®.  Si  tous  Ics  polyedres  ri^gulicrs  etoilcs  sont  in- 
scrits  dans  une  memo  spherc,  le  rapport  des  aretcs  est 
daus  les  trois  promiers  polyedres  reguliers 

«1  «2  %     . 


21/6       2V3       3V2 

et  les  aretes  des  six  autres  polyedres  reguliers  sontdaus 
les  rapports 

a^VZ    _  ff^VS flflV/5  '_    flyVS  _ 

Vö  — 1  "■  y2V5(Vö  — 1) "~  V2  V^5(V5"+Tj  ""  V5  +  1  "" 


l/2VÖ(Vö  — 1)       y2Vö(  1/5  +  1)' 

2^.  L'icosaedre  regulier  convexe  et  le  dod6cafedre 
regulier  6toile  de  Poinsot  ont  memo  arßto,  lorsqu'ils 
sont  inscrits  dans  la  meme  sphere. 

3®.  Le  dodecaödre  regulier  6toile  de  Kepler,  h.  som- 
mets  pentaedres,  et  Ticosaedre  regulier  etoile  de  Poiu- 
sot  ont  aussi  memo  arete,  lorsqu'ils  sont  inscrits  dans 
une  memo  sphere. 

4^.  Lorsquo  Ic  dodecaedro  regulier  convexe  ot  le 
dodecaedro  regulier  etoile  de  Kepler,  h,  sommets  tri- 
edrcs,  sont  inscrits  dans  la  meme  sphere,  leurs  aretes 
sont  entre  elles  corame  les  cAt6s  des  dcux  decagones  re- 
guliers, Tun  convexe  et  Tautro  6toile,  qui  sont  inscrits 
daus  un  memo  ccrcle. 

41.  Talcurs  numeriqucs  du  rayon  r  de  la  sph^rö  inscrlte  dans 
les  polyedres  reguliers,  en  fouetion  de  Tane  a  des  ar(^tes  de  ees 
polyedres.  Multiplions  en  croix  et  respectivcment  les  relations  du 
n^  39  par  les  egalites  du  n^  25.  Nous  obtiendrons  les  relations 
suivantes : 

T6traedro  regulier   .    .  r  =-  -^  V'G,  a  =  2r  V^, 

Hexaedre  regulier    .   .r  ^  \a^  a^2r. 

Octiedro  regulier     .   .  r  =  i«  V6,  a  «=  rV6. 

Dod6caedre  regulier  

convexe r-^aj/^^i^— ,  a«.  rV50-22V5. 


»  •       *       »      •  .     •  . 
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konidre  regulier 
COBVCxe r  ==  T^a(3V3  + V15),      a  =  rCSV^S  — V15). 

Dod^caedre  regulier 
^toil^  de  Kepler, 

Asommelspentaedres  r  =  \a — ^ »         a  «=  rVlO+2V5. 

Dod^edre  regulier 
etoile  de  Kepler,  

i  sommets  triedres  .  r  =  ^  1/ rr. ,      a  =  ry5ü+22V5. 

Dod^caedro  regulier 

VlO-4-2  V5  

6toiI6  de  Poinsot  .    .r^\a- — y^-*  a^rVlO  — 2V5. 

Icosaedre    regulier 
Etoile  de  Poinsot .   .  r  =  T^a(3v/3—  ^15),      a  =  r(3v/3+ V15). 

42.    Si  Tou  comparo  loutes  ces  exprcssions,  on  verra  quo 

1*^.  Si  le  t6traedrc  et  roetaedre  r^guliers  sont  cir- 
conscrits  ä  une  meme  sphere,  l'arete  du  t^traedrc  sera 
donble  de  cello  de  Toctaedre. 

2^.  Lorsque  les  deux  icosaedres  r^gulicrs,  Tun  con- 
▼  oie  et  l'autre  Atolle,  se  trouvcnt  circonscrits  k  uue 
neme  sphere,  la  sommo  de  Icurs  deux  aretes  est  ^gal  h. 
Sil  fois  le  c5t6  du  triangle  equilateral  inscrit  dans  un 
grandcercle  de  cette  sphere. 

3^.  Lorsque  le  dod^caedre  regulier  convexo  et  son 
conjngu6,  ricosaedre  regulier  couvexe,  sont  circonscrits 
innememe  sphere,  leurs  aretes  sont  cntre  elles  comme 
[  log  cöt^s  des  d^cagone  et  peutagone  r^guliers  convexes, 
iiiscrits  dans  un  memo  cercle  et  multipli^s  respectivo- 
mentpar  Vb  et  ^3. 

4'.    Lorsque  le  dod^caedro   r6gulier  6toil6,    b,  facos 

Pcntagonales  6toil^s  et  ä  sommets  pentaedres  convexes, 

®*  8on  conjugu6,  le  dodecaedre  regulier  6toil6,  ä  faces 

1f«Btagonalcs  convexes  et  k  sommets  pentaedres  6toil68 

^tronvent  circonscrits  k  une  memo  sphere,  leurs  aretes 

>t  entre  olles   comme  les  cöt^s  des  deux  pentagones 

iliers,  Tun  6toil^  et  l'autro  convexe,  qui  sont  inscrits 

im  mime  cercle. 
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III. 


Inscription  dans  le   cercle  des  polygones 
r^guliers  de  15,  30,  60,  120,  etc.  cötds. 

Calcul  des  Cotes. 


Par 


Georges  Dostor, 

Profcsseur  a  la  Facalic  des  Sciences  de  rUnivcrsitc  cutholiqac  de  Pnris. 


La  m^thode,  dont  nous  faisons  usago,  rcpose  sur  la  Trigonometrie 
la  plus  ^lementaire ;  eile  supposo  coiiiui  quo  la  regle,  qui  scrt  üt  cal- 
cnler  le  siuas  de  la  somme  et  de  la  düference  de  deux  arcs. 

1.  Inscription  dans  le  cercle  des  qaatre  polygrones  r^gruliers  de 
qoinze  eot^.  II  existe  quatre  pentedecagons  reguliers,  doDt  les  trois 
etoil^s  sont  des  especes  2,  4  et  7. 

Les  demi-angles  au  centre  de  ces  quatre  polygoncs  reguliers  de 
15  cotes  sont  respectivemeut 

n        27t       4:1       In 
f^)  15*     15'     15*     15* 

par  consequent,  si  R  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  les  cotes  seront 

<^i5,i  =  2Äsin:^. 


15" 


27t 


m 


<^i552  =  2i2sinY,-, 
Cj5,7  =  2Äsinj|. 
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Lcs  sinas  des  quatrc  arcs  (1)  se  calculcront  ais^ment  aa  moyen 
de  sinus  et  consinus  d'arcs  plus  simples,  qui  sont  dejä  coduus. 

Ajoutons  d'abord  le  premier  et  le  troisierae  de  nos  arcs  (1), 
puis  retrauchous,  run  de  Tautre,  les  memes  arcs;  nous  obtenons  les 
deux  identitds 

47r       n        n  4xc      n        n 

15^+15^3'        15  ""15  ""5' 

qui  nous  donnent  de  suite 

An       n  I    n 

15  ~  6" +10' 

(3) 

n        n      n 

15  ^6      fÖ' 

De  meme,  faisons  d'abord  la  sommc,  puis  la  diffdreuce  da  second 
et  du  quatrieme  des  arcs  (1);  nous  aurons  les  ögalit^s 


(4) 


15+15  ■ 

3n         In      2n 
~  5  '        15  ""15 

n 
=  3' 

ie  suite 

i 

7n       Zn      n 

15  ^  iü+6' 

< 

/ 

2*n       on      n 
15  '     10      6  • 

II  nous  suffira  actuellement  de  mettre  ces  Äquivalents  (3)  et  (4) 
dans  les  formules  (2),  pour  obtenir  les  expressions 

^  ^„  .    /jr       7i\        ^      ,    '^        n       ^_       n  .    n 

Ci5,i=  ^^^^^ve^iö)  "^  2Äsing  cos YQ  —  2i2 cos gSiUrg. 


(5) 


.    /37C      n\       ^«  .    37r        n      ^^       Sn  ,    n 

^15?2=  ^-^^^^ViÖ^G  )  ^  SÄSinrrrCOSg-— 2ÄC0SjQ8mg-» 

Ci5,4  =  2JR  sin  U  +  ^  j  =  222  sin  ^  cos  ^  +  2/2  cos  ^  sin  ^, 

^  ««  .    /3^  1  ^\       «      ,   Sn       n  ,  ^^      3n  ,    n 

C,5,7  =  2-R8m(  jjjj+ß)  =  2i?sinrQ  cosg +2jKco8r^smg. 


Mais  on  sait  que 


^    ..    ,.  .  -.      _-_..,_  ^  ^.         . , —   ..^  P.J. 
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Les  demi-angles  au  centre  de  ces  quatre  polygones  röguliers  de 
30  cötes  8ont  respcctivement 

^       Tti      IItt      137r^ 
^'^  30'     30*     "30  '     "3Ö  ' 

par  suito  les  cot^s  seront 


<*  - 


Qo97   =212  sin  7^. 


30 


'ao^ii  ^^  2Ä8in  oTT» 


(8) 

.    IIa 

30 

Qoji8  =  27?  sin  -^ 

Les  Sinns  des  quatre  arcs  pourront  s*obtenir  en  valeur  de  sinus 
d'arcs  plus  simples,  sinus  dont  nous  connaissons  d^jä  la  valeur. 

Ajoutons  d'abord  lo  prcmier  et  lo  troisiemc  de  uos  arcs  (7), 
puis  prenons  la  differencc  eutre  les  memes  arcs;  nons  aureus  les 
deux  idcntites 

IItt      7t        2ft       llTt      ;c        jt 
3Ö'"*"30^  y      W~3Ö""3' 


d'oü  nous  tirons  de  suite 


(9) 


IItc ?C    ^    7t 

"30  ""  5+6' 


7C  7t         7t 

30"^  5  ""6 


Si  nous  prenons  de  meme  la  somme  et  la  differenco  du  deuxiemc 
et  du  quatrieme  de  nos  memes  arcs  (7),  nous  aurons  les  egalites 

13»     7» 

30  +30 

qui  nous  donnent  de  suito 


(10) 


27C          137C         iTt 

7t 

'  3  •      30  ""so"" 

5* 

13?«           JT    ,     7t 

30  ^  3+10' 

77r       TT      » 

30  ^3"'lO' 

Mettons  ces  sommes  et  ces  differences  (9)  et  (10)  dans  les  for- 
mules  (8);  nous  obtiendrons  les  cxpressions 


\^z.  "     » 


Triers  de  15^  30,  60,  120,  etc.  cötia. 
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2 JB  sin  ^  cos  g  —  2R  cos  5  sin  g . 


Cjom  =  ^^''^(f +f )  =  2i£sinf  cosg  +2Äcos^sing-f 


2/^  sin  o  cos  yq  —  27?  cos ..  sin  i /;  t 


'90n3 


=  2J?8m(Q +T^I  =  2J?sing  cosrg+2i2coSö-sinj-A« 


Substituons  aux  factenrs  trigonometriqacs  des  seconds  mcmbres 
lenrs  valenrs  numeriques 


;c 


» 


cos 


sin 


h 


Ä  S^K-      -    / — — =■  ^ 

^  «  cos  j^  —  Jy  10— 2  Vb,      cos  ^ 

-  «cos-^-KV5-l), 


COSjö 


8injJ  =  HV5+l); 


sin— ^iVlO+aVö; 


Dons  trouvcrons  poor  les  cOt^s  des  qnatre  polygones  reguliers  de 
30  c6tis  les  valeurs 


(III) 


Cso,,  -  ii2(V30— 6  V5— V5— 1), 
Q(h7  -iÄ(V3ä+GV5--V5+l), 
Qom  -  iÄ(y3ü  =  6V5+ V5+1), 
^30,18  =  iÄ(y30+6V5+ V5-1). 

4.    La  comparaison  de  ces   expressions  nous  fournit  les  deux 
relations 

Qoas —  Qoi?  ^^  ■J/2(V'5  ~  1); 
qai  prouvent  que 


(IV) 


{ 


1®.  La  diff6renco  entre  les  cotes  des  polygones  re- 
guliers de  30  cötes,  des  especes  11  et  1,  inscrits  dans 
le  meme  cercle,  est  ^gale  au  cöt^  du  decagone  regulier 
Atolle,  inscrit  dans  cc  cercle. 

2^.  La  diff^rence  entre  les  cötes  des  polygones  re- 
gnliers  de  30  cötes,  des  especes  13  et  7,  inscrits  dans 
le  m6me  cercle,  est  egale  au  c6te  du  decagone  regulier 
eonrexe,  inscrit  dans  ce  cercle. 
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5.    Insciiption  dans  le  cercle  des  holt  polygrones  rollen  de 
60  cöt^.    Cos  halt  polygones  r^gulicrs  sont  des  especes 

1,    7,    11,    13,    17,    19,    23,    29. 

Los  demi-angles  au  centro  do  ccs  polygones  scront  ainsi 


7Ü 


(11)  ^ 


7n      11  jt      13«      17«      19«      23«      29« 


60      60'      60'      60'  .  60'      60'      60'      60' 
do  Sorte  qu'on  aara,  pour  les  cötes,  les  expressions 


« 


(12) 


7n 
Qo,7  =2Rsin^, 


'GOtn 


2Äsin 


11« 


60 


«^  .    29« 
Qo5«9  =  2Äsm  -g^, 

Qo?x8  ^^^  2/2  sm  -gQ  » 

Qo?i9  =  2i28m  -^9 


Qo>j3  —  27? sin  -gQ-i 


1 7n 

Qo?i7  =  2Äsin  ~ÖQ' 


Coromc  on  a 


29«  .   « 
"60  +  60 


«        29«      « 
2'       "60  ""60 


7« 
15' 


etc. 


on  peut  6criro 


« 
6Ö 


«      7« 
4'"30 


1:9«       «  ,  7« 


60 


30' 


7« 
60 


«     2« 
4""  15' 


23«       „      _.. 
60  ■~4"'"15' 


«  .  2« 
4 


11« 
60 

13« 
60 


«      « 
4""  15' 

«      « 
4""  30' 


19«       «  ,   « 


60 


15' 


17«  7t         7C 


60 


30 


Developpant  les  sinus  et  observant  que 


et  quo 


sinj  =  cos  j  =  i  v2, 


7«        .  4w 
coSgQ-sinjg. 

2»  .  11» 
COS  j5  -  sin  .3Q  . 

»        .   13» 
"•^  15  ~  ^'"  30  ' 

»  .  7» 
«"■30""°  15* 

t 
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IV. 


Neue  Eigenschaft  der  Kegelschnitte. 


Von 

K.  Zahradnik. 


Jeder  Kreis  schneidet  einen  Kegelschnitt  in  vier  Punkten;  die 
Parameter  der  Schnittpunkte  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Coordinaten 
eines  Kegeischnittspunktcs^) 

X  =«  -TT- — »         y  =  -~M  —  (1) 

in  die  Gleichung  des  Kreises 

a:24-y2__  2ax  —  2/3y+m«  =  0  (2) 

einfahren,  als  Wurzeln  einer  hiquadratischcn  Gleichung  in  u.     Da 

nim   drei  Punkte  die  Lage  des   Kreises  vollständig  hcstimmen,   so 

müssen  die  Parameterwerte  der  vier  Schnittpunkte  einer  Bcdingungs- 

gleichnng  genügen,  und  ein  Vergleich  der  Cocflicienten  der  erwähnten 

biquadratischen  Gleichung  gibt  uns  unmittelbar  diese   Bedingungs- 

gleicbung^)  in  Form 

(«)3+(7Wi=0  (3) 

Für   i«j  =  uj  =  1*4  ==  tt  wird  der  Kreis  (2)  zum  Krümmungskreise 
nnd  die  Bcdingungsgleichung  (3)  geht  in  diesem  Falle  über  in 

«3 + 3u2wi  -f  qi^u  +  Wj)  =  0  (4) 

welche  wir  auch  schreiben  können,  u*  statt  %  setzend, 

M3+32M+tt'(3u2+2)  «  0  (4') 


I)  Siehe  dieses  ,^rchiv'  Teil  61.  png.  220. 

S}  Siehe  Dr.  Em.  Weyr:  „Kegelschnitte**.  Sitzb.  d.  kgl.  bOhm.  Gcsellsch. 
■fiaaonicb.  18.  Oct  \B72.  Frag,  Sepabdr.  pag.  29. 
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Diese  Gleicliuug  besagt  uns,  dass  jeder  Krümmungskrcis  im  Punkte 
u  den  Kegelschnitt  in  einem  Punkte  u^'  schneidet,  und  umgekehrt, 
dass  durch  jeden  Punkt  des  Kegelschnittes  Wj  drei  Krümmungskreisc 
hindurchgehen.  Die  Osculationstripel  bilden  nämlich  eine  cubische 
Involution.  Von  den  Osculationstripeln  können  wir  nun  die  Eigen- 
schaft nachweisen,  dass  ihre  Schwerpunkte  auf  der  Neben- 
achse des  Kegelschnittes  liegen. 

Bezeichnen  wir  mit  wj,  u^,  wj  die  Wurzeln  der  Gleichung  (4'), 
so  erkennen  wir,  dass  dem  Kegelschnittspunkte  u*  das  Osculations- 
tripel u^u^u^  entspricht,  somit  auch  dessen  Schwerpunkt  ($17).  Die 
Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  dem  Kegelschnitte  eingeschrie- 
benen Dreiecks  (tz^i^uj)  sind  nun 

(5) 


n 


3  k=\u):^  —  q 


Sollen   nun  dessen  Ecken   die  Osculationspunkte  des  Kegelschnitts- 
punktes u  sein,  so  müssen  deren  Parameter  wegen  (4)  den  Gleichungen 

(m)i  =  —  3m' 

(w)2  =  3(z  (6) 

genügen;  da  nun  mit  Rücksicht  auf  (6) 

(«1^-3)  W-(/)  +  (%'-(Z)(V-(Z)+(V-3)(«i'-tf)  =  -24.i(u'^iz) 
ist,  folgt 

womit  der  Satz  als  bewiesen  erscheint. 
Agram,  Februar  1878. 


X14  Curtze:  Inedita  Copptmieana, 

dort  Kunde  erhielt  von  zwei  der  wertvollsten  Handschriften ,  welche, 
ohne  dass  eines  Kenners  Auge  diese  Schätze  gesehen,  unbeachtet  in 
der  wiener  Hoil)ibliothek  gelegen,  trotzdem  sie  seit  1873  in^deni  ge* 
druckten  Kataloge  derselben  aufgeführt  sind! 

Dank  der  hohen  Intervention  des  auswärtigen  Amtes  des  deut- 
schen Reiches,  tonnte  ich  diese  Perlen  —  leider  schlecht  gefassto  — 
mit  Müsse  benutzen,  und  mit  ihnen,  dem  Wichtigsten,  was  ausser 
dem  grossen  Werke  von  Coppernicus  auf  uns  gekommen  ist,  will  ich 
diese  Arbeit  beginnen.  Ihnen  worden  sich  an  zweiter  Stelle  die 
mathematisch -astronomischen  l^otizen  aus  upsaleuser  und  frauen- 
burger  Handschriften,  an  dritter  einige  Gutachten  anschliessen,  welche 
man  füglich  der  angewandten  Mathematik  zuteilen  darf.  An  vierter 
Stelle  werden  endlich  diejenigen  upsaleuser  Excerpte  mitgeteilt  wer- 
den, die  uns  Coppernicus  von  einer  ganz  andern  Seite  zeigen:  als 
helfenden  Arzt.  Dieser  Teil  seiner  Tätigkeit  ist  bis  jetzt  durch 
Documento  fast  gar  nicht  aufgeklärt;  auch  das,  was  wir  bieten  können, 
sind  nicht  sowohl  dergleichen  Documente  als  diätetische  Regeln  und 
ärztliche  Recepte,  welche  er  in  die  Bücher  eingezeichnet  hat,  welche 
teils  ihm  selbst  gehörten,  teils  zum  Gebrauch  des  bischöflichen 
Leibarztes,  der  er  ja  war,  angeschaiTt  waren.  Eine  Art  Anhang  wird 
dann  den  kurzen  Nachweis  einiger  bis  jetzt  für  das  Leben  des  Copper- 
nicus noch  nicht  verwerteter  Documente  bringen,  bei  denen  Copper- 
nicus als  Zeuge  fungiert  hat. 

Ich  kann  nicht  umhin  hier  die  grossen  Dienste,  welche  mir  bei 
der  Gestaltung  des  nachfolgenden  Textes  mein  verehrter  College, 
Herr  Oberlehrer  Boethke,  geleistet  hat,  mit  aufrichtigem  Danke  hier 
öffentlich  anzuerkennen. 

Thorn,  im  Deccmber  1877. 

M.  Curtzo. 
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motioncm  sydus  ad  cam  perducitur  partcm,  qnse  prins  australis  fu- 
crat.  Nunc  autom  oppositionis  lege  septeiiitrioualis  facta,  doncc  itornm 
ad  suinmam  perveuiat  librationis  circulo  pcracto,  ubi  rursum  inaxiroa 
üt  deviatio  et  primae  simul  et  ivquulis.  Sic  demiim  pari  modo  per 
5  reliquum  semicirculum  pcrgit.  Qunpropter  uumquam  fit  meridiana 
hiec  latitudo,  quam  plerumquc  deviatioucm  vocant,  et  hsec  duobns 
orbibus  üori  couccntricis  et  axibus  obliquis,  sicut  iu  superioribns  di- 
cebamus,  hie  quoquc  couscntaneum  esse  videtur. 

De  Mcrcurio. 

10         Sed  omuium  in  codIo  mirabilissimus  est  Mercurii  cursns,  qui  pcne 
invcstigabiles  pormoat  vias,  uti  perscrutari  nou  facile  queat.    Addit 
praeterea   diflicultatem   quod   sub   radiis    solis    iuvisibiles  plorumque 
meatus  occapat  et  paucis  admodum  diobus  visibilem  sc  oxhibet,  at  |  ta-  '  (^j 
mcn  comprehendctur  et  ipsc,  modo  altiori  iugenio  quispiam  iucumbat 

15  Convcnient  et  huic  epicycli  duo,  ut  in  Venerc,  iu  orbe  suo  revolubi- 
Ics.  Nam  maior  epicyclus  paritcr  cum  orbe  suo  facit  revolutioncs,  ut 
illic,  absidis  eins  scdom  gradibus  14  et  medio  post  Yirginis  Spicam 
constituens.  Minor  autem  epicyclus  contraria  illius  lege  duplici  vcro 
rcvolutionc  reflectitur,  ut  in  omni   situ  telluris,  quo  absidem  huius 

20  supervcnit  vel  ex  adverso  respicit,  sydus  a  ccntro  maions  epicycli 
remotissimum  sit  atquo  iu  quadrantibus  proximum.  Et  iiuius  quidem 
orbem  tcrtio  mensc  diximus  revertl,  hoc  est  88  diebus,  cuius  scmi- 
dimetiens  partes  capit  1)  et  duas  «luintas  uuius  partis,  quarum  semidi- 
ametrum  niagni  orbis  2«*)   posuinius.    Ex  bis  autem  primus  epicyclus 

25  accipit  unam  et  il  niinuta;  secundus  autem  tertiam  eins  partem,  boc 
est  minutias  'U  fere.  Sod  is  quidem  circulorum  concursus  bic  non 
sufficit  ut  in  coteris.  Terra  siquidom  in  supradictis  absidis  rcspecti- 
bus  permeante  lungc  minori  api^aret  ambitu  sydus  moveri  quam  ratio 
circulorum  iam  dicta  sustinet;  ac  rursus  in  quadraturis  longo  etiam 


15.  huic  II  binc.    — 


9.  bis  zu  Endo  des  Ganzen.  Ucbcr 
den  Abschnitt  De  Mcrcurio  siehe 
De  rcv.  Lib.  V,  Cup.  I— Uli,  Lih. 
VI,  Cap.  I,  II,  V— Villi.—  21—26. 
Et  huiuB  quidem  orbcra  —  34 
fere.  Auch  diese  Angaben  stimmcu 
genau  mit  den  Ucliquias  Co p per- 
nio an  ao  a.  a.  0.  Dort  hcisst  es: 
„Mercurii  orbis  9.  24,  Epicyclus 
jfA.    7.  4)},    b.    0.  33};     colligunt 


„1.7^  (divers! tns  diametri  0.29)^ 
2ß  —  S.  131.,  Z.  19.  Sed  is  qui- 
dem circulorum  —  sie  schabet. 
Spccicllc  Darlegung  dieser  FrkUrungs- 
wcise  sehe  man  De  Rcrol.  Lib.  V, 
Cap.  XXVIII  und  Cap.  XXXII,  in 
denen  diese  Bewegung  von  zwei  rcr* 
schicdcncn  Gesichtspunkten  ans  darge- 
legt wird.  — 
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II.     Der  Brief  des  Coppernieus  an  den  Domherrn  WapowbkP) 
zu  Krakau  über  das  Buch  des  Johannes  Werner-)  de  motu  octaT» 

sphwirw^). 

Der  fraglicho  Brief  ist  zum  ersten  malo  in  der  Warschauer 
Prachtausgabo   der  Wcrko   des  Coppernieus   veröffentlicht   worden*). 

1)  BfniharJ  Wnpowhki  btammte  nus  der  DiOcosc  Lcshiu  und  starb  am 
21.  November  1535.  Er  ist  besonders  als  Goschichtsforsi-her  und  Geo^aph 
bekannt.  Man  ver<;1ciehc  über  denselben  Ilipler,  Spicilegium  Coperui- 
canuro,  Hrannsberg  1872.  S.  172,  Anm.  1,  und  desselben  Nikolnuf 
Köpern ikus  und  Martin  Luther,  daselbst  1868,  S.  35,  36. 

2)  lohannes  Werner,  geb.  14.  Februar  146»'^  zu  Nürnberg,  studierte  von 
1493  bis  1498  zu  Rom,  lebte  dann  als  Geistlicher  in  seiner  VaterMadt,  no  er 
1528  starb.  Sein  Ilauptverdienst  be»telit  in  der  IIeruns;;abe  vieler  U<*giomau« 
tana.  Er  war  ein  lüchtiger  Gcomv  ter  und  guter  Hiunuclsbeohaehter,  wie  Tycho 
von  ihm  rühmt.  Genaueres  über  sein  Leben  und  seine  Werke  sehe  man  in 
Doppelmayr,  Ilistorisehe  Naebriehton  von  den  Nflrnbcrgischcn 
Mnthcmaticis  und  Künstlern,  Nürnberg   1730.  S.  31  —  35. 

3)  Die  Sehrift  de  motu  octavic  sphroriB  findet  sieh  in  einem  Bande, 
der  sehon  zu  Tyeho*i  Zeiten  zu  den  Seltenheiten  zahlte.  Die.selho  \»t  betitelt: 
„Jn  hoc  opcrf  ^atc  raiitinrntur.  |i  LIIIELLVS  lOANNIS  VEUNERI  ||  NVUEM- 
BEUGEN.  SVPEll  VI^  |1  GINTIDVOBVS  ELEMEN.  ||  TIS  CONICIS.  || 
EIVSDEM.  Cummentarius  seu  parapprastica  enar--  ||  ratio  in  vndeeini  modoi 
conßeiendi  eins  Probloniit- 1|  tis  ipioti  Cubi  duplicatio  dieitur.  ||  EIVSDEM. 
Comentatio  in  Dionysodori  probier  ||  ma  quo  data  sphasra  piano  sub  data  sceaiT 
ratione,  II  ALIVS  modus  idem  ])rnb]rnia  (DH<-icndi  ab  eodc  ||  loannc  Vernero 
nouissime  <öpertuK  dcniü'^tratusfß.  ||  EIVSUEM  loannis  de  motu  octaan 
Sphrcra;,  II  Tractatus  duo  ||  EIVSDEM.  Suinuiaria  enarratio  Theorie o:  mo«  jj  tus 
oetAvni  Sphturo!.  ||  ([  Cum  (iratia  &  Privile;:io  Inipciiali/*  Sie  besteht  aus  lOÜ 
Blatt  in  4",  deren  letztes  leer  ist.  Auf  Blatt  90^  steht  der  Druek vermerk: 
„IMl'RESSVM  NVUEMBERGAEIIper  Fri.lericum  IVypus,  Impensis  Lueas  || 
Alantsee  Ciuis  &  Bibliopolac  Vi«  Hennen.  Anno  M.  D.  XXII.  ||  Ilromanis  im- 
perantü  iiinietijibinio  Carolo  llii<p:iniarü  rege.  |j  Cum  Gratia  &  Priuilegio  Impe- 
rial!.'* Die  Sehlift  de  motu  octav;c  sphicra;  umfasst  Blatt  45«  bis  Blatt 
QCft.  Der  erste  Traetat  ist  üUts  eh  rieben  (Blatt  4:»«,  Z.  13-17):  ,.10ANNIS 
VERNEHI  NVHEMBERGEN.  ||  Do  motu  oetauo:  gphflcitc  traetatus  prinius, 
qui  triginta  ||  qunttuor  eum  theorematibus  tU  problematibus  ||  quae  prupositioncs 
libuit  appellare  eon?  ||  snminatur.'^  Der  zweite  Traetat  beginnt  Blatt  88,  Z.  6  —  9 
mitderUelMirsehrift;  „lOANNIS  VEUNEIII  NVREMBERGEN- 1|  sis  de  Motu 
Oetnua:  sphione  Traetatus  sceundus  in  ||  quo  Alfunsinx  tabulas  de  codem  motu 
ostin-  II  dum"  iuslis  repradiensionibus  non  eareie."  Der  Titel  ist  von  einer 
Ilolzschnittbordüre  cingefa^bt. 

4)  Nieolai    Copernici    Torunensis    De   Revolutionibus   Orbinm   Cuelestium 
Libri  Sex.     Aeccdit  G.  Joachim!  Uhttiei  Nunatio  Prima  Cum  Copernici  2fon- 
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führt  ihn  an  in  seiner  Vita  Copernici  (Ausgabe  von  1627)®)^ 
eudlich  erwähnt  ihn  Doppelmayr  in  seinen  Historischen  Nach- 
richten von  den  Nürnberger  Math.'®)  in  der  Lebensbeschrei- 
bung des  lohauncs  Werner.  Dann  aber  ist  derselbe  verschollen,  bis 
ihn  die  warschauer  Ausgabe  wieder  abdruckt.  Nach  dieser  editio 
princeps  gaben  ihn  mit  allen  Fohlern  wieder  heraus  Hipler  im 
Spicilegium  Copernicanum'^)  und  Prowe  in  den  Monument a 
Copernicana^^)^  j^m»  j^  polnischer  Uebersetzung  Hess  ihn  Pol- 
kowsky  in  seineu  Koperuikijana'^)  abdrucken.  Die  Lesarten  der 
warschauer  Ausgabe,  also  indircct  auch  die  von  Ilipler  und  Prowc, 
habe  ich  ebenfalls  unter  dem  Texte  notiert;  sie  stehen  unter  der 
Chiffre  F. 

Die  berliner  Handschrift  hat  uns  nur  die  Ueberschrift  des  Briefes 
aufbewahrt,  die  wiener  giebt  an  deren  Stelle  die  Adresse  des  Briefes 
wie  sie  auf  dem  Umschlage  zu  lesen  war.  Auch  in  dieser  Hinsicht 
ergänzen  sich  beide  Handschriften  in  glücklicher  Weise. 

Der  nun  folgende  Text  bildet  mit  den  Revolutionen  und  dorn 
Commentariolus  zusammen  das  Wichtigste,  was  wir  in  astronomischer 
Beziehung  von  Goppernicus  besitzen. 


9)  ,,Vita  incolnmi  solitudinom  nmnvit,  ncc  iangcbatur  ami- 
citia  nisi  viris  doctis,  intcr  quos  familiäres  habuit  ....  Vapo- 
viam  Cantorcm  Cra  covi  cnsem,  ad  quem  scripsit  Epistolam  de 
motu  octavn  sphiorns  .  .  .  ." 

10)  Doppelmayr,  a.  a.  O.  S.  35,  Anra.  (II). 

11)  Hipler,  Spicilegium  Copornicanum,  Braunsberg  1873, 
S.  172-179. 

12)  Prowc,  Monumenta  Copcrnicana,  Berlin  I  8  73,  S.  141 —149. 

13)  X.  Jgnac  Polkowski,  Kopernikijan  a  csyii  Matcrraty 
do  pism  i  zycia  Mikotaja  Kopernika.  Tom  I.  Gniczno  1873, 
S.  69—74. 
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VI. 


Noinbres  relatifs  des  polygones  r^giiliers 
de  //  et  de  2n  cötes,  siüvant  qiie  n  est  un  nombre 

iinpair  ou  un  nonibre  pair. 


Par 


Georges  Dostor, 

Profcsscar  k  la  Facultd  des  Sciences  de  rUniversitc  catholiquc  do  Paris. 


1.  Th^ordme  I.  Lorsquc  n  est  un  nombro  impair,  il 
oxistc  autant  de  polygones  r^guliers  de  2n  c6t6s,  qa'il 
y  a  do  polygones  r6guliers  do  n  cöt6s. 

Soit  p  un  norabrc  entier,  införieur  k  la  moiti6  de  n  et  prcmicr 
avec  n.    II  existera  un  polygone  regulier  de  n  c6t6s  et  de  l'esp^ce  p. 

Fuisque  p  est  infcrieur  üi  la  moitie  de  7i,  2p  sera  moindre  quo  n; 
par  suite  n — 2p  sera  un  nombre  entier  positif,  plus  petit  quo  n,  ou 
quo  la  moiti6  de  2n, 

Or  je  dis  quo  n — 2p  est  aussi  premier  avec  2». 

£n  effet,  n  6tant  impair,  n  — 2p  sera  aussi  impair.  II  s*ensuit 
quo  tout  facteur  entier,  commun  k  n — 2p  et  2n,  ne  saurait  6tre  qu'uu 
nombre  impair,  qui  diviserait  n.  Ce  facteur  impair,  divisant  n — 2p 
et  n,  diviserait  leur  differenco  2p  et  par  suite  p.  Donc  />  et  n  ne 
seraient  pas  premiers  entre  eux. 

Ainsi  k  cbaque  nombro  entier  p^  inferieur  k  la  moiti^  de  n  et 
premier  avec  n,  correspond  un  nombre  entier  n  —  2p  iuförieur  k  Is 
iDoiti6  de  2f»  et  premier  avec  2n. 


i 
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2n 


OU 


C2„.»-p  =  2Äsin  (g-g)  =  2Ä8in  g  -g). 

On  a  donc 

(4)  C2n,H-p  =  2i?cos|^. 

Elevant  au  carr^  Ics  dcax  cdt^s  (3)  et  (4)  et  ajoutant,  on  trouve 
la  relation 

qni  d^moDtro  notre  proposition. 

10.  Corollaire  I.  Connaissant  Ics  valeurs  des  c6t6s  de  la 
premi^re  moiti6  des  polygones  r^guliers  de  2n  c6t6s  (on  n  est  pair), 
on  peat,  au  moyeu  du  theor^mo  pr^cedcut,  calculer  Ics  cdt^s  de  Tautre 
moiti^  des  polygones  reguliers  de  2n  cötes. 

11.  Corollaire  II.    Puisqu'on  a 

Oin^p  =  2iZsing, 

C2n,H^p  =  2RC0si^f 

on  obtient,  cn  multipliant, 

C2n,p  X  G»n,n-p  =  4Jt^  Sm  |j^  COS^ . 


OU 


Or 


il  vient  donc 


C2n.pXe2n,n^p  =  2R^ün^' 


2JRsin—  -=  Ch,p: 
n 


C2n,p  X  Csh.m-p  —  -R  X  (^H,p* 


Ainsi  lo  c6t6  d'un  polygone  rögulicr  d'un  nombre  pair 
de  Gutes  est  la  quatriemc  proportionnolle  entre  le  rayon 
du  cercle  circonscrit  et  Ics  cut6s  des  deux  polygones 
reguliers  conjugu6s  d'un  nombre  double  de  cötes,  dont 
Tun  est  de  meme  espöcc  que  lo  premicr,  et  qui  sont  in- 
scrits  dans  Ic  memo  ccrclc. 

Paris,  20  Octobre  1877. 
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Beweis.    In  den  Vierecken  AB  CD  und  A'B'C'D'  sei 

Wkl.  BAC=  B'A'C-,        BAD  =  B'A'D' 
ABC  =  A'B'C-,        ABD  =  A'B'D' 

Von  den  Winkeln  BAD^  ABC  ist  wenigstens  einer  <C  2R;  sei  also 
BAD  <^  211.  Man  construire  eine  dreikantige  Ecke,  deren  Seiten- 
winkol  sind  BAD  selbst,  BAE  =  BAD  und  der  beliebig  kleine  DAE. 
Die  Construction  ist  nach  Satz  IV.  möglich,  wofern 

Wkl.  Z>^/;<4R  — 2./^^l2> 

Man  lege  das  zweite  Viereck  so  auf  das  erste,  dass  die  gleichen 
Winkel  bei  A  und  A'  sich  decken;  dann  ist  nur  zu  beweisen,  dass 
CD  parallel  CD'  wird. 

Man  zeicline  in  der  Ebene  des  Winkels  BAE  die  Figur 
ABKB'E'  congrucnt  ABDB'D\  lege  eine  Ebene  durch  B,  C\  E  und 
ihr  parallel  eine  andere  durch  B\  welche  AC  in  F  schneidet.  Dann 
ist  nach  Satz  I. 

B'F  paraUel  BC  parallel  B'C 

daher  fällt  F  m  C\    Da  nun  ebenso  nach  Satz  I. 

CE  parallel  FE' 
so  ist  jetzt 

CE  parallel  C'E' 

Betrachten  wir  den  beliebig  kleinen  Winkel  DAE  als  unendlich 
klein,  so  sind  nach  Satz  VII.  auch  die  Geradon  DE  und  D*K'  un- 
endlich klein,  daher  nach  demselben  Satze  auch  die  Winkel  DCK 
und  D'C'E\  folglich  nach  Satz  VIII.  CD  parallel  C'D\  w.  z.  b.  w. 

Aehnlichkeit  der  Vielecke,  Proportionalität 
entsprechender  Strecken  und  Verhältnisse  von 

Flächenräumen. 

Definition  1.  Zwei  Vielecke  sind  einander  ähnlich,  wenn  alle  von 
Seiten  und  Diagonalen  an  den  Ecken  gebildeten  Winkel  im  einen 
Vieleck  den  in  gleicher  Ordnung  entsprechenden  im  andern  gleich  sind. 

Satz  1.  Sind  zwei  Vielecke  einem  dritten  ähnlich,  so  sind  sie 
einander  ähnlich. 

Unmittelbare  Folge  der  Definition. 

Satz  2.    Congruento  Vielecke  sind  einander  ähnlich. 

Denn,  wenn  sich  die  Vielecke  decken,  decken  sich  auch  die  Dia- 
gonalen und  die  von  ihnen  und  den  Seiten  gebildeten  Winkel. 
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Zieht  man  noch  CD  und  C'D\  so  ist  auch 

Wkl.  CAD  =  C'A'D' 
und,  weil  Dreieck  CAD  gleichschenklig, 

Wkl.  ADC  =  A'D'C 

demnach  bei  A^  D  alle  Winkel  gleich  den  entsprechenden  bei  A\  D\ 
folglich  nach  Satz  4. 

Viereck  ABCD  ähnlich  A'B'C'D' 
mithin 

Dreieck  ABC  ähnlich  AB'C\  w.  z.  b.  w. 

Definition  2.  Aus  2  Par  entsprechenden  Seiten  ähnlicher  Drei- 
ecke lassen  sich  (nach  Satz  6.)  ähnliche  Dreiecke  mit  beliebigem 
Winkel  zwischen  ihnen  bilden.  Zwei  Par  Strecken,  die  diese  Eigen- 
schaft haben,  heissen  proportionirt  Die  2  Par  Strecken  AB  und  AB\ 
AC  und  A'C  bilden  demnach  eine  Proportion,  geschrieben 

AB:A'B'  =  AC:A'C' 

wenn  die  Dreiecke  ABC,  A'B'C*  bei  Gleichheit  der  eingeschlossenen 
Winkel  einander  ähnlich  werden.  Die  4  proportionirten  Grössen 
heissen  in  ihrer  Reihenfolge  die  Glieder  der  Proportion,  die  erste 
und  dritte  die  VorderglieJer,  die  2te  und  4te  die  Hinterglieder. 

Satz  7.  Zwei  Par  Strecken,  die  einzeln  mit  einem  dritten  Par 
in  Proportion  stehen,  bilden  auch  mit  einander  eine  Proportion. 

Folgt  aus  Satz  1. 

Satz  8.  Die  2  ersten  Glieder  einer  Proportion  kann  man  mit 
den  2  letzten  vertauschen. 

Die  Bedeutung  der  Proportion  bleibt  dabei  dieselbe. 

Definition  3.  Infolge  der  Sätze  7.  und  8.  lässt  sich  die  ver- 
gleichende Grössenbeziehung  der  2  ersten,  wie  der  2  letzten  Glieder 
einer  Proportion  als  eine  Grösse  auffassen,  und  heisst  als  solche  ihr 
Verliältuiss,  sofern  die  Proportion  die  Gleichheit  der  Verhältnisse 
definirt,  und  2  Verhältnisse  die  einem  dritten  gleich  sind,  nach  Satz  7. 
einander  gleich  sind, 

Satz  9.  In  2  ähnlichen  Vielecken  sind  die  Verhältnisse  aller 
Pare  entsprechender  Seiten  und  Diagonalen  einander  gleich. 

Beweis.  In  2  ähnlichen  Vielecken  mögen  4  beliebige  Ecken  A, 
B^  C,  2>,  verbunden  durch  Seiten  oder  Diagonalen,  den  gleichnamigen 
A'f  B\  C\  D'  entsprechen.    Dann  ist 
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Dreieck  ADE  congruent  Ä'B'C\  also  auch  ähnlich, 

daher  ABC  ähnlich  A'B'C  nach  Satz  1. 

Satz  13.  Zwei  Vielecke  sind  einander  ähnlich,  wenn  alle  Seiton 
und  Diagonalen  des  einen  zu  den  entsprechenden  des  andern  in 
gleichem  Verhältniss  stehen. 

Denn  dann  sind  nach  Satz  12.  alle  Dreiecke  den  entsprechenden 
ähnlich,  in  die  sie  durch  Diagonalen  geteilt  werden  können,  folglich 
alle  Winkel  den  entsprechenden  gleich. 

Definition  4.  Das  Verhältniss,  welches  aus  einem  andern  durch 
Vertauschung  des  Vorder-  und  Hintergliedes  entsteht,  heisst  dessen 
rcciprokes  Verhältniss. 

Satz  14.  In  einer  Proportion  ist  das  Rechteck  aus  den  äussern 
Gliedern  gleich  dem  Rechteck  aus  den  innern,  und  umgekehrt  stehen 
die  Höhen  gleicher  Rechtecke  im  reciproken  Verhältniss  der  Grundlinien. 

Beweis.    Sei 

ABiA'B'  =^  ACiA^C 

Mau  trage  die  2  ersten  Glieder  auf  dem  einen,  die  2  letzten  auf  dem 
andern  Schenkel  eines  rechten  Winkels  ah,  und  verbinde  sämmtlichc 
l'^ndpunkte  mit  einander.    Dann  ist 

Dreieck  ABC  ähnlich  AB'C  nach  Satz  6.   daher 

Wkl.  ABC  =  AB'C    mithin 

BC  parallel  B'C   folglich 

Dreieck  BCB'  =  BCC 

und  nach  Addition  von  ABC 

Dreieck  AB'C  =  ABC' 

Ersteres  ist  das  halbe  Rechteck  aus  A'B'  und  ACj  letzteres  aus  AB 
und  A'C\  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Sind  umgekehrt  diese  Rechtecke  gleich,  so  sind  es  auch  die 
Dreiecke  und  alle  vorhergehenden  Schlüsse  lassen  sich  umkehren, 
so  dass  schliesslich  die  anfängliche  Proportion  hervorgeht 

Satz  15.  Die  äussern,  sowie  die  innern  Glieder  einer  Proportion 
von  Linien  kann  mau  vertauschen. 

Folgt  unmittelbar  aus  Satz  14. 

Satz  16.  Die  Grundlinien  zweier  Rechtecke  von  gleichen  Höhen 
verhalten  sich  wie  die  zweier  andern  ebenso  grossen  Rechtecke  von 
gleichen  Höhen.  • 
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Proportionen  und  Aehnlichkcit,  abgeleitet 
aus  der  Flächcngleiclihcit 

Definition  1.  Vier  Strecken  in  bestimmter  Reihenfolgo  bilden 
eine  Proportion,  wenn  das  Rechteck  aus  der  ersten  und  4ten  gleich 
dem  Rechteck  aus  der  2ten  und  3  ton  ist. 

Folgerungen.  Die  Bedeutung  der  Proportion  bleibt  dieselbe, 
wenn  man  die  äussern  oder  die  innern  oder  die  äussern  mit  den 
innern  Gliedern  vertauscht,  ferner  wenn  man  die  2  ersten  mit  den 
2  letzten  oder  beide  Pare  gleichzeitig  vertauscht. 

Satz  1.  Bildet  ein  Par  Strecken  mit  jedem  von  zwei  andern 
Paren  eine  Proportion,  so  bilden  letztere  mit  einander  eine  Proportion. 

Beweis.    Sei 
und  zwar 

g<gi<gi'j    ^<h<h 

Man  trage  die  Strecken  g^  ^7,,  g^  auf  dem  einen,  ä,  ä„  h^  auf  dem 
andern  Schenkel  eines  rechten  Winkels  ab  und  vollende  die  Recht- 
ecke gh^  g^h^^  g^h^.    Den  Proportionen  zufolge  ist 

Rechteck  gh^  ==  gji  \    gh^  «  ^2^ 

daher  nach  Subtraction  gemeinsamer  Stücke 

Rechteck  gihj^  —  h)  =  (gi—g)h\     g{h^  —  h)  —  (^f«— ^)* 

Hieraus  folgt  nach  einem  bekannten  und  leicht  zu  beweisenden  Satze, 
dass  die  vierten  Ecken  der  construirten  3  Rechtecke  mit  dem  Scheitel 
des  rechten  Winkels  in  gerader  Linie  liegen,  und  hieraus  nach  dem 
umgekehrten  Satze,  dass 

Rechteck  gtih^—h^)  =  (^2— ^1)^1 
daher  nach  Addition  des  Rechtecks  g^hi,  dass 

Rechteck  g^h^  =  gjti 
ist,  mithin  die  Proportion  stattfindet: 

Stehen  die  g  und  die  h  in  anderer  Grössenfolge,  so  sind  nur  ihre 
Dififerenzen  entgegengesetzt,  und  die  Gleichungen  gelten  unverändert 

Definition  2.  Infolge  dieses  Satzes  kann  man  die  Beziehung  d^ 
Strecken  ^,  h  als  Grösse  auffassen,  deren  Gleichheit  durch  dio  Pro- 
portion definirt  ist;  in  diesem  Sinne  heisst  dieselbe  das  YorbfiltniM 
von  g  zu  h. 


.i: 
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Beweis.  Zunächst  folgt,  dass  auch  der  dritte  Wiukel  in  beiden 
gleich  ist.  Man  lege  die  Dreiecke  mit  einem  Par  gleicher  Winkel 
auf  einander,  so  dass  die  andern  Pare  correspondirende  werden ;  dann 
sind  die  Gegenseiten  des  erstem  parallel,  und  nach  Satz  2.  folgt  eine 
der  Proportionen,  welche  Bedingung  der  Aehulichkeit  sind,  analog 
die  beiden  audern. 

Satz  5.  Zwei  Breiecke  sind  ähnlich,  wenn  ein  Winkel  des  einen 
gleich  einem  Winkel  des  andern,  und  die  die  gleichen  Winkel  ein- 
schliessenden  Seiten  proportionirt  sind. 

Beweis.  Man  lege  die  Dreiecke  mit  den  gleichen  Winkeln  auf 
einander;  dann  sind  nach  Satz  2.  die  Gegenseiten  parallel,  daher  alle 
Winkelpaarc  gleich,  folglich  nach  Satz  4.  die  Dreiecke  ähnlich. 

Satz  G.  Zwei  ähnliche  Vielecke  sind  congruent,  wenn  ein  Par 
entsprechende  Seiten  oder  Diagonalen  in  beiden  gleich  sind. 

Beweis.  Seien  A,  B^  C  drei  beliebige  Ecken  des  einen,  A\  B\  C' 
die  entsprechenden  des  ähnlichen  Vielecks,  und  AB  =  A*B\   Dann  ist 

Rechteck  aus  AB  und  JÜC  =  Rechteck  aus  AC  und  A'B* 

oder  aus  AC  und  AB 
folglich 

A'C  =  AC 

Analog  sind  alle  entsprechenden  Seiten  und  Diagonalen  beider  Viel- 
ecke gleich,  also  diese  congruent. 

Satz  7.  In  ähnlichen  Vielecken  sind  die  Winkel  zwischen  ent^ 
sprechenden  Seiten  und  Diagonalen  gleich. 

Beweis.  Alle  Dreiecke,  welche  von  Seiten  und  Diagonalen  des 
einen  Vielecks  gebildet  werden,  sind  den  entsprechenden  im  andern 
Vieleck  ähnlich.  Seien  ABC  und  ÄB'C*  zwei  solche  ähnlicho  Drei- 
ecke.   In  einem  dritten  Dreieck  Ä*B^'C"  sei 

Ä'B^'  =  A'B' ;     A"C"  «  A'C ;     WkL  B^'Ä'C"  =  BAC 

Dann  ist  nach  Satz  4. 

Dreieck  Ä'B^'C"  ähnlich  ABC,  also  auch  ähnlich  A'B'C\ 

da  es  aber  mit  letzterem  2  gleiche  Seiten  hat,  auch  congruent,  folglich 

Wkl.  BAC=^  B"Ä'C"  —  B'A'C 

Das  Analoge  gilt  von  allen  Winkelparen. 


Alle  übrigen  Sätze  lassen  sich  nun  auf  gewöhnliche  Weise  rein 
geometrisch  herleiten. 


IP-^vii"^"  -    ■ 
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VIII. 


Summation  einiger  Reihen. 


Von 

R.  Hoppe. 


Das  Folgende  soll  durch  eine  Succcssion  von  Keihensummationcn 
sehliesslich  zur  Summation  einer  Doppelreihe  hiuführen,  die  auch  als 
Entwickclnngsformel  nicht  ohne  Anwendung  ist. 

Seien  a  nnd  h  helichige  Constanten,  r  und  m  ganze  Zahlen  ^0, 
und  r  <^m\  dann  yerschwindet  offenbar  die  Grösse 

für  tt  =  1.    Führt  man  die  angedeutete  Rechnung  durch  Entwickelung 
nach  Potenzen  ans,  so  ergiebt  sich: 


0=2:(— l)*(m)A(a+Ä+l)(a-pÄ+2)...(a+A+r) 
und  nach  Division  durch  r(a-|-r-f-l): 

^  -==^0^"^^^"^*  Aa+Ä+DAa  +  r+l) 

gQltig  für  r  =>  0,  1,  ...  m — 1.    Daher  ist,  wenn  man  jetzt  6  f Or  r 
lAnibt* 
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eiue  ganzo  Function  mtcn  Grades  von  Z»,  welche  für  die  m  Werte 
ft  =  0,  1,  2,  ...  wi  — 1  verschwindet,  und  als  solche 

Zur  Bestimmang  der  Constanten  A  setzen  wir 

b  =  — a— 1 

dann  verschwinden  alle  Tcrme  ausser  dem  ersten,  and  es  bleibt: 

P(^3)-(-l)«^(«+l)(«+2)...(a  +  m)- rlji^+l). 

woraus: 

(_l)m 


A  = 


Multiplicirt  man  nocli  mit  r(a4-l))  so  lautet  unser  erstes  Resultat: 


.fo^     i;  WA  („4.iy(„  +  2)...(a+Ä) 


/     IV«    &(^-l)...(&-m+l) 
^     ^    (a  +  l)(a+2)...(a  +  mj 


(1) 


§.  2. 

Wir  geben  nun  a  und  h  zweierlei  Specialwerto,  nämlich 

I.    a \',    i=  — /— 1 

IL     a  =  ^;        Ä=  — /  — 2 

wo  Z  positive  ganze  Zahl  sei.    Dann  wird  die  Formel  bzhw.: 

^=JI\   ,  2Z  +  12Z  — 1      2Z— 2Ä  +  3       ^    1  +  11+2       l+m 

£  (Tn)h ' —  =-  2»*  — ' —      — 

A=o     ^       1  3       *      2ä— 1  ^13       •21»— 1 

*="»        2|+1  2Z~1      2Z  — 2Ä+3  _       H-2  Z4-3      Z+m+1 
^^^{rn)k      3  5      •"      2Ä  +  1      ~^'"     3        5     •"    2m+i' 

oder  nach  Ergänzung  der  natürlichen  Zahlenreihe  in  den  Factoren: 

*=«  m\  (21+1)1  (l-h)\ ^^  m!(Z+m)! 

Ä=o  (m— Ä)1(2Z  — 2ä+1)U!(2ä)!"""        (2m)!Z! 

*=«  m\  (21+2)1  (l'-h)] ^^   mI«+»+l)I 

fcfo   2(ii»-Ä)!(2Z-2A+l)!(Z+l)!(2Ä+l)I  ^  "     (2m+l)!  («+l)l 
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Kritiidicirt  man  bzhw.  mit 

[  r.  2(7+1)! 

•  Tnl{l  —  m)\*      ml(l  —  m)l 

\.     WO  kommt: 

r  ■ 


i: 


ik=0 

und  nach  Substitution  von  l—h  für  ^: 


£     (2l+2)2A+l(Ä)/_«-22«+l(i+m  +  l)z_m 

Zur  Yereinfacbnng  sei  erst 

I  m  '^  l  —  k 

f.     dnn  wird  bzhw.: 


*i(2/+i)2»+iW*  =  2«-2*(2^-^')* 

i  (2/+2)2»+i(A)*  -  22'+i-2*(2/+l  -% 

Jetzt  setzen  wir  bzhw. 

I.    2Z«w+ifc 
n.    21+1  ^n  +  h 

so  dass  I.  geraden,  II.  ungeraden  n-\-k  entspricht;  dann  werden  beide 
Gleichungen  übereinstimmend: 

2    («+&  +  l)2A+i(Ä)»  =  2''-*(n)»  (2) 

-  k=k 

gflltig  Ar  alle  positiven  ganzen  Zahlen  n,  k, 

§.  3. 
Hultiplicirt  man  61.  (2)  mit 

(-2)*.(feU 
n+^•+l 

jmmirt  nach  k  zwischen  den  weitesten  Grenzen  m,  n,  so  kommt : 
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^r -T         (h)'2h+ 1  (/4)k-|»-l 


und  nach   Yertanschung  der  Summationsfolgo: 


*=i*  »A-* 


::;     * 


ft=i 


«=0  N=|;-A-l 


und  nach  Sabstitation  von  ä;— n — 1  für  n: 


*=ao   / 1)*-ltt-*  2  H-h 

L=-   J:    ' -r £     (it)2A+l  ^W„(2tt-ü)H(ux)2*-2«-l 

k=l  «  *=0  «=0 

—  2:     ^ ^^^: 2?      (it)2A+l(t*x)2»-2*-li22A 

»=1  «  *=0 


WO  rar  Abkürzung 


Ä  =  yMV+2tt— t? 


gesetzt  ist,  oder,  wenn  man  mit  Tilgung  der  geraden  h  durch  den 
Factor 

2 

die  Werte  von  2A4-1  durch  h  vertreten  lässt: 


i  = 


4=00  ( 1  Vt-1  A=*-l 

»=rl         ^*'«         *=0 

1^        l+ttx^+xR 

~2JK  ^^l+ux*— xi2 


1)*} 


Dms  Prodnct  von  Zähler  und  Nenner  ist  «=  l-j-t^a;^;  daher  lautet  das 
Besidtat: 


(2« +1)1  ,„=0  W 


m 


1,      l-\-ux*+xR 


^log 


Vi+ü*« 


(4) 
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§.  5. 
Um  von  Gl.  (4)  eine  Anwendung  zu  zeigen,  soll  das  Integral 

-R-  C«^) 

berechnet  werden.    Man  hat,  wenn  man 


yi  +  rx 


2 


tc  =  log 

setzt,  für  constantes  x  nnd  vi 

du      dw 

Su 

3(1*— IJ?)  «  {»ix«u"  +  (2ii  — l)t*"-i  — (»  — l)ru"-2}_- 

also,  mit  Weglassang  der  Integrationsconstanten : 

IC 

nx^Sn  =  u— liZ  — (2fi— l)5n-i  +  (n— l)i75„_2  (6) 

woraus  erhellt,  dass  das  gesuchte  Integral,  bei  Trennung  des  alge- 
braischen und  logarithmischen  Teils,  die  Form  hat: 

X 

Nach  Einführung  in  die  vorige  Gleichung  ergiebt  sich  ausser  einer 
Relation  der  iV,  die  wir,  wie  sich  zeigen  wird,  bei  Seite  lassen  kön- 
nen, die  folgende  Relation  der  q: 

nx^qn  — —  (2n  —  1)5^-1  + (n  —  l)r(7H-2-,      5o  =  1 

welche  erfüllt  wird  durch 

« 

Dieser  Ausdruck  enthält  von  x  nur  Potenzen  mit  negativen  Ex- 
ponenten. In  gleichem  Falle  ist  offenbar  die  Entwickelung  von  N 
nach  GL  (6).  Demnach  sind  sämmtliche  Terme  des  Ausdmcks  von 
Sn  für  sehr  kleine  x  so  gross,  dass  die  numerische  Rechnnng  so  g«t 
wie  unmöglich  wird.  Sei  z.  B.  a;=  0,000 001;  o  =  l;  die  obere 
Grenze  der  u  auch  »  1  -,  dann  ist  Sn  <C  h  besteht  aber  aus  Tennen 
>>  10^^;  man  würde  folglich,  um  iS,o  auf  6  Stellen  zu  finden,  jeden 
Term  auf  126  Stellen  berechnen  müssen. 
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als  in  X  stetiger  Teil  übrig  bleibt 

Zar  Summation  des  Ausdrucks  der  M  lässt  sich  eiue  bekannte 
Formel  anwenden,  die  man  leicht  folgcnderwoise  gewinnen  kann. 
Für  t*  =  0  ist 

Die  Linke  ist  =0  für  r  <Cm,  Setzt  man  für  r  nach  einander  0, 
1,  2,  ...  m— 1,  multiplicirt  jede  Gleichung  mit  einer  beliebigen  Con* 
stanten  und  addirt,  so  ergiebt  sich: 

Jk-~m 

2:(-l)*(m)t(p(Ä;)  =  0  (8) 

wo  <p  eine  beliebige  ganze  Function  von  niederem  als  mtem  Grado 
bezeichnet. 

Zunächst  schreiben  wir  die  gegebene  Gleichung  wie  folgt  : 

k=m 

Mn.h^n,m  =  -S  (_1)»(„0* (A  +  n  -  2Är+m)«p  (9) 

_  {n—2k-\-\)  (n--2fc-t-2) ...  (n—2l"\-h)  (n—h-\-\){n—k^2) ...  (n—h+h) 
^  ""  (2n— 2H-1)  (2n— 2Är+2)  ,:^(2n—2k+2h\'l) 

Als  Function  von  k  ist  der  Zähler  des  letzten  Ausdrucks  vom  Grade 
2A,  der  Nenner  vom  Grade  2A-}-l;  daher  erhält  man  nach  Zerlegung 
in  Partialbrüche: 

_   _,     ^ ..  («+>*-l)  ("+M-2)  ■■•  (»+>i-A)  (2-ii)  (i-it) ...{2h— fi) 
r^  —  (— i;  2*{(t— 1)!  (2Ä+1— /»)! 

Dies  in  Gl.  (9)  cingeftthrt  giebt: 

iU=2A+l  i=m  (Ä  +  n  — 2ifc4-m)-. 

3/«.*.«..  =  ^2;^  (-1)>.-IP,Z^(-1)*W/  +_,,+/■    (10) 

Entwickelt  man  den  letzten  Zähler  nach  Potenzen  des  Nenners,  so 
kommt: 

(Ä+n-2ifc+mV  -  {(2n  — 2&+fi)4.(Ä— n  — |Ä+m)}« 

=,  (Ä— n  — ^+m)«+9{A?)(2i»-afc+rt 


.  r 
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9(fc)  eine  ganze  Function  (m — l)tcn  Grades  ist,  so  dass  der  zweite 
nach  Hinftthmng  in  (10)  zufolge  der  61.  (8)  verschwindet.    Jetzt 
fl*t  Gl.  (10)  fiber  in 

#_1  x«+i  (n+ft-l)(n+ft-2)...(n+ft-A-m)(2~^)(4>-M).42A-M) 
■"^     ^^  2*m!(^— l)!(2A+i— ^)! 


—  rr*"+/*-l  (l  "^X^  =•  (— 1)" /•r2"+/'-2«-i(l— r»)"«ar 

r(«-m+|)  r(m+l) 

-  (-1)-  -^^ /         ^      „X 


2r 


(-+1+S-) 


(—D^ml 


2(i.  +  |)(n-l  +  5)...(n-m  +  |) 
(— l)~2'»ml 


I2ii+#»)(2n+^— 2)  ...  (2H+^-2m) 


dM  ist 


!£.**    >  =  f^i)k2^-k^^l^i),.-i  (2- ^)(4-fi)...(2A-^) 

(n+i«  — l)(n+^  — 2)...(n+fi— A  — m) 
(2n+fi)(2»-i-f*  — 2)...(2n+fi  — 2m)  " 

^    Da  die  Terme  ftLr  gerade  p,  verschwinden,  so  kann  man  2fi-|-l  für 
li    m  Betzea  und  erhält  nach  einigen  Reductionen: 


Mm,k'^n,m  — 


fissO 


h\ 


r. 


(n+2fi)(ii  +  2^-~l)...(n+2ft  — A— m+1) 
(2ii+2f*4-l)(2n+2fi  — 1)...(2»+2^  — 2m-f  1) 


laatet  die  Entwickelung  von  -^Sn  nach  Potenzen   von   x 
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_ 0*  +  2a)(n  +  2n  —  l)...(n  +  2ft  —  Ä j-m+l)  _ 
(L>w+2a  +  l)(2n4-2/i--l)..;(2n+"2fi  — iJm+1) 

Bis  zu  2.  Potenz  von  x  erhält  man: 

Sy       Ä     "'^  ,«=oW    (2n  +  l)(2ii  — l)...(2n  — 2m+l) 


(11) 


+  i«»'+J«« 


m=o    W     l(2/i+l)(2»— l)...(2it— 2m+l) 
(n  +  2)(n  +  l),,.(n-m+2)      \    , 


{2h  -f  3)  (2n  + 1) ...  (2n  —  2m+  3)  j  "^  "•         ^^^^ 
Die  Klammer  unter  einem  Neuner  vereinigt  giebt: 

n (nj- 1 ) ...  (w  —  m+2)(m+l)  { (2n  +  3) yi>->2(;i  +  l)^i 
■ (2fi  +  3)  (2» +  i)...(2fi- 2m +  1) 

woraus  ersichtlich,  dass  sich  für  höhere  Potenzen  von  x  der  Coefficient 

von  (- j  nicht  als  Monom  darstellen  lässt 
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IX. 


Siir  iine  classe  particuliere  de  courbes  gauches 
iinicursales  du  quatrieme  ordre*). 


Par 


P.  Appell. 


Soit  nne  coarbe  gauche  unicursale  da  qaatri^mc  ordre  dout  les 
eoordonn^s  s'expriment  en  fonction  d'un  parametre  k  de  la  fagon 
niYante: 


X  == 


(1) 


y 


A'V^  +  &X^+C')fl'\-D'l+E' 


A  nn  poiat  de  la  conrbe  correspond  ano  seule  valear  du  parametre 
i  et  r^proqnement.  Consid^rons  trois  points  de  la  courbe  corre- 
qpondant  aux  valears  A^,  A,,  Ag  des  parametre;  le  plan  de  ces  trois 
poiats  conpe  la  coarbe  en  an  quatrieme  po'int  A4  parfaitement  d^ter- 
mm^  et  ii  y  a  r6ciprocit^  entre  les  qaatre  points.  Les  quatre  valeurs 
li,  Iji,  A3,  A4  da  paramStre  sont  donc  li6es  par  nne  relation  de  la 
fipraie  SQivante: 

%  aAiA,AjA4 + Ä(AiA,A3+  A,AsA4+  A3A4A1  +  A4A1A3) 

f^li^+^A+M4+^A3+A,A4+A3A4)  +  rf(A,+A,+A,+A4)4./-=0 


*)  Tefr  „eomptet  rendas  li  d^cembre  187i.** 
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plexc  lin^airc.  J'ai  montre  dans  un  article  pr^cMent  (Tome  IX 
page  274.)  quo  pour  toutcs  les  courbes  dont  Ics  tangont(^8  foot  parUe 
d'un  coinplcxe  lin^airo  lo  d^terminant 


ilx 

ily       th 

ifix 

d^y     dh 

tl^X 

d^y     dh 

est  an  carr^  parfait;  d'oü  il  resulte  qae  pour  une  parcille  courbe, 
requation  qui  donne  los  points  oü  lo  plan  osculatcur  est  stationnaire 
n'a  quo  des  racines  doubles.  Ainsi,  dans  le  cas  actuel,  il  faul  qua 
rdquation  (5)  n'ait  quo  des  racines  doablcs,  ce  qui  exigc  que  Ton  ait 

(6,  ^-^^^-T 

^  a  d  o 

Cos  conditions  necessaires  sont  suftisantes  commo  il  resultera  de 
r^tude  dos  propri^tes  des  courbes  pour  lesquelles  elles  sont  satisfaites. 
Si  les  relations  (6)  ont  lien,  les  quatre  points  de  la  courbe  oü  le 
plan  osculateur  est  stationnaire  sont  confoudus  deux  ä  deux;  les  deux 
points  I  et  I',  avec  lesquels  ces  quatre  points  viennent  so  confondre 
deux  üt  deux,  sont  des  points  simples  on  chacun  desquels  la  tangente 
a  trois  points  confoudus  communs  avec  la  courbe.  Soient  l'  et  i" 
les  deux  valeurs  du  param^tre  correspondant  ä  ces  deux  points  I  et 
I',  c'est  k  diro  les  deux  racines  doubles  de  Tequation  (5);  si  Ton  sub- 
stitue  au  param^tre  X  lo  param^tre  fi  li^  ä.  il  par  la  relation 

(7)  l  =  ^J^^ 

les    cxpressions   (1)    devriendront   des    expressions    rationnelles   da 

quatrieme  degr^  cn  fi,  et  les  deux  racines  doubles  de  T^quation  da 

quatridme  degr6  en  \k  correspondant  ^  l'equation  (5)  seront  fi  *»  0, 

^  =  00 .    De  Sorte  que  par  Teffet  de  cettc  Substitution  l'equation  (5) 

se  reduit  ä 

^2  =  0 

c'est  si  dire  que  les  nouvelles  valeurs  des  coefficients  a,  2»,  d^  f  sont 
nulles,  et  que  la  relation  fondamentale  (2)  entre  les  valeurs  du  para- 
in^tre  correspondant  a  quatre  points  dans  un  meme  plan  se  r^dnit  k 

d'oü  il  resulte  que  lo  terme  en  fi^  manquc  dans  les  expressions  de 
ar,  y,  z  en  fonction  de  fi;  ces  expressions  seront  donc  de  la  forme 


• 
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du  point  fi'  i\  la  courbc  a  son  point  de  contact  an  point  fi.  La  re- 
lation  j[i-f-fA'  =  0  cxprime  quo  los  quatre  points  ji,  ft',  I,  I'  sont 
dans  un  meine  plan. 

Supposons  maintenant  que  Ton  ait  sur  la  courbe  quatre  points 
C^ii  fiä9  Hj  ("'i  v^rifiant  la  relation  (8),  et  eberchous  l'^quation  da    ' 
plan  des  quatre  points.    Seit 

cette  6quation;  les  valeurs  /Ui,  n^,  fi^,  ft«  sont  los  racines  de  l'^quation 


on  a  donc 


et  r^quatiou  du  plan  des  quatre  points  est 

(10)  X—  /Si  Y—SqZ+S^T=0 

Getto  ^quation  (10)  nous  donne,  comme  cas  particulier,  l'^quation  da 
plan  osculatenr  au  point  de  param^tre  fi'.  Seit  fi  le  point  oü  le 
plan  osculateur  on  jü'  coupe  la  courbe,  on  a 

Les  paramötrcs  correspondant  aux  quatre  points  d'intersection  da 
plan  osculateur  avec  la  courbe  sont  donc 

f*l  =  — f*',  /*Ä  ="  ^«3  =  f*4  =  f*' 

et  röquation  de  ce  plan  est,  d'apres  (10) 

(11)  jt— 2^'r4-2fi'3z— |ii'*r=  0 

Soieut  X\  r',  Z\  T'  les  coordonnöes  d'un  point  de  l'espaco,  les 
valeurs  du  param{*tre  correspondant  aux  points  de  contact  des  plans 
osculatcurs  menes  de  ce  point  ^  la  courbe  sont  les  racines  de  l'^qua- 
tion  du  quatrieme  degre 

(12)  A-'— 2fi'r  +  2ft'3^'  — ^'<r'  =  0 

Donc,  d'un  point  de  Tespace  on  pcut  moner  quatre  plans  osculateora 
k  la  courbe;  comme  le  terme  en  fi'^  manque  dans  l'^quation  (12), 
les  quatre  points  de  contact  de  ces  quatre  plans  sont  dans  an  mßme 
plan.  Cherchons  l'equation  de  ce  plan.  Soient  S^\  Sq\  5/  la  somme 
dos  racines  de  l'equation  (12),  la  somme  de  leurs  produits  trois  k 
trois,  leur  produit;  l'equation  chercbee  sera  d'apres  (10) 

c'est  ^  dire 


,^  ^5uu  aroite;  lorsqne  le 
dterit  la  coorbe,  la  droite  des  pc 
niqne  coiynga^e  par  rapport  au  t 
Bcritc  dans  Tbexagono  des  tangentc 

La  lemniscate  est  un  cas  pari, 
quatri^me  ordre. 


I 
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X. 


Sur  les  fractions  continues  p^riodiques. 


Par 

P.  Appell. 


Etant  donn^e  la  fraction  continne  periodique 

^  +  «3  +  ...  +  ^     .1      , 

je  me  propose  de  cherchcr  Tcxprcssion  de  la  valeur  de  la  n^^^^  rö- 
dinte  en  fonction  de  n  et  des  qnantit^s  i^,  t^,  ...  up,  Soient  Pn  et 
Qm  le  nam^ratenr  et  le  d^nominatenr  de  cette  r^dnite,  on  a 

Ph  =  «M  Pn-i  +  ^n-2 

svec 

(2)  ttn+p  *=  uu 

Les  deux  ^qoatioiis  (1)  montrent  que  Pn  et  Qm  sont  des  integrales 
pttrticiili^res  de  l'^quation  anx  diff6rences  ünies  • 

(3)  JTm  «=  WM-X'n-l  +  -^«-2 

dans  laqnelle  un  satisfait  k  la  relation  (2);  de  sorte  qae  la  r^solntion 
do  Probleme  propos6  revient  k  rint^gration  de  cette  ^quation. 

Avant  d'aborder  le  cas  le  plus  g6n6ral,  consid^rons  quelques  cas 
iers.    Le  cas  de  p  «  1  n'offre  ancune  difficult^ ;  up  est  alors 
constaiite  tt|,  et  rint^gralo  g^ndrale  de  T^quation 


I 

[ . 

l 
i 
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t  b    Stallt  les  racines  carr^cs  arithm^tiqaes  des  deux  racincs  do 
wtion  du  second  degr6 

««—(2+11,112)  a-+l  —0 

tj,  A^  Bi,  Bf  ^tant  des  constantes  arbitraircs.    De  cette  expres- 
dc  JTm  od  d^daira  celles  de  Pn  et  Qn  par  la  d^termiDation  des 
tantes  arbitraires.   Poor  obtenir  par  exomple  Qh^  il  faudra  d^ter- 
nr  les  quatre  constantes  par  les  6qaations 

-Xj  =  Q,  =  1 

X|   «    Q,    :=    tij 

-^3  =   Qs  =  !+«*!«** 


ä  diro 


(J,+^)a«  +  (jB,-}-^,)Ä«  »  Q, 


Ton  tire 


dans  Texprossion  (5)  on  remplace  A^^  A^^  J?,,  B^  par  ces  valeurs 
■i  d^tennm^es  on  anra  Qn. 

Poor  avoir  Ph  il  faudra  dans  cette  meme  expression  donner  anx 
istantes  d'antres  valenrs  A^'^  Af\  JE?/,  B^^  d^tcrmin^es  par  les 
lations  qne  Ton  d^dnit  des  dqnations  (8)  cn  changeant  Q  en  P, 
MToir 

A'4^A'-^^'-=^ 
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-'■(■•+«l)  +  7-(-'+«'s)-<> 

Setzen  wir  den  Quotienten  (-,:  -j  «=,-■«  jk  einer  Constanten  und 

nehmen  die  gleichartigen  Glieder  zusammen,  so  erhalten  wir  schliess- 
lich: 

(4)  (a'k'--a)  +  {c'k-c).~  =  0 

(5)  {h'k  —  i)  +  (c'k  —  c).~^0 

in  welcher  Form  wir  unsere  Bedingungsgleichungen  fortan  verwenden 
wollen. 

Wir  trachten  nun  diese  Bedingungen  durch  eine  geometrisch  au9- 
drackbare  zu  ersetzen.  Zu  diesem  Behufe  fflhren  wir  zunächst  eine 
Ebene  durch  die  Wege  PB  und  BP',  Die  Gleichung  derselben  muss, 
da  sie  durch  den  Punkt  B{x^y^3)  geht,  die  Form  haben: 

oder  durch  K  dividirt  und  die  coustanten  Coefficienten  mit  C  und  2> 
bezeichnet : 

C  und  D  bestimmen  sich  aus  der  Bedingung,  dass  die  Gleichungen 
für  die  Wege,  nämlich  jene  von 


PB  oder  «... 


und  von 


BP'  oder  «'  .   .   .  / 

c 

die  Gleichung  der  Ebene  erfüllen  müssen.    Man  erhält  durch  Ein- 
setzen derselben  unmittelbar: 

C.-  +  D. -4-1  =0 


MV      * 


'^■'' 


i''  M  daa  angrenzende  in  der  lürzesten  Zeit  durchläuft,  193 


b' 


2» 


Ana  diesen  folgt  durch  gegenseitige  Elimination: 

er.  (~.-7—  -y.-)  +  (-_-)=o  oder  C^-p j 

\c     c         c     cj    *    \c        cj  ab  —a 

n.l i«.  -7. -)  +  (-,—  )=rO  oder  /)=  -p r,. 

[  welche  Werte  in  die  obigo  allgemeine  Form  der  Ebeneugleicliung  zu 
!   setzen  kommen  und  ergeben: 


\ 


ist  die  Gleichung  der  Ebene  PJiP'. 


Errichtet  man  im  Punkte  B  an  die  Grenzfläche  F  die  Normale 
oAer  das  Einfallslot  N,  so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  unsere  Ebene 
PBP'  dieselbe  ebenfalls  enthalten  muss. 

Za  diesem  Bchufo  stellen  wir  die  Gleichungen  der  Normale  N 
ssf;  diese  sind: 

N)  : 

Sz 

Weil  der  Punkt  B  in  seiner  Lage  an  die  Bedingungsgleicliungcn  (4) 
und  (o)  gebunden  ist,  so  haben  wir  aus  diesen  die  Werte  für  die 
partiellen  Ableitungen  von  z  nach  x  und  y  zu  entnehmen.  Diese  sind : 

dz  a'k — a  dz  b'k^b 

dx  c'h  —  c  '      dy  c'h  —  c 

wdche  also  die  Gleichungen  der  Normale  des  bestimmten  Punktes  B 
liefern  in: 

L     Diese  setzen  wir  nun  in  die  Gleichung  der  Ebene  PBP\  multiplicircn 
t    beiderseits  mit  (c'k — c)  und  kürzen  durch  (f — z)  ab,  so  folgt: 


\iK^h—  a) .  (Äc'—  Vc) + (i'ib — 6) .  (a'c  —  oc')  +  (c*h  -•  c) .  {aV  —  a!b)  =  0. 
MtlXli  13 
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wobei  der  Kflrzc  halber  der  Aasdruck 

fi  geictzt  wurde. 

Daraas  erhalten  wir  dircct: 

cos  («,«')  =  COSO  =  aa'-\-bb'-\-cc' 

mod  weiters 

'Durcheinander  dividirt  ergibt  die  Bedingung: 

COS«      l'.cosa — 1 
i  cosp  ~    k  —  cosa 

Aus  Fig.  2.,  die  uns  den  Vorgang  der  Richtnngs&ndemng  des 
W^es  im  Baumo  (Einfalls-  und  Brechungsebene)  nun  in  der  Zeich- 
Bugsebeno  versinnlicht,  folgt  unmittelbar: 

a  =  e  —  p. 

Daher  lautet  unsere  Bedingungsgleichung  für  die  Richtungen: 

cos  E      Je .  cos(«  —  p)  —  1 


(5) 


COSp  k  —  COS(€  — p) 


Diese    lässt   sich  nach  Anwendung  einiger  goniometrischcn  Formeln 
wesentlich  vereinfachen.    Wir  entwickeln: 

COSf-J-COSip      A'.cos(g— (>) — 1-|-A— cos(£— p) ^~\_   _l+C08(f--p) 

cos« COS^  ^  ^•.COS(£-— p)— 1— ^^-COS(£— p)  ""  {k'\-l)  '  — [l— C0S(£ — p)]' 

2cosi(€+P)cosi(«— p)  2C08*i(£  — p)      k  —  l 


— 2.sinJ(£+p).siu  J(«  — p)      —  28in*i(£  — p) '  k-\-l 
oder  abgekürzt: 


k 


sine 


[  jt  —  1 2.cosj(£-{-p).sinj(g  —  p)  _  sing  —  sinp  ___  sinp 

[  jfcipi'"  2r8ini(g+p).cosi(g— p)  ~~  sing+si^P^  .^i"^_Li' 

^  sinp"*" 


^voraus  endlich  folgt: 

sing 

-; —  ■=»  k 

sinp 


(11) 


•l       't"~*-.t'      ■♦: 
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die  eine  Schaar  paralleler  Schichten  bilden  (z.  B.  Glastafeln  Teneht^ 
dcuer  Qualität  und  Dicke) ,  und  aus  derselben  in  ein  dem  ursprOng- 
liehen  gleiches  Medium  3/,  dann  ist  bezüglich  der  Schaar  paralleler 
Schichten  der  Eintrittstrahl  Se  dem  Austrittstrahl  ^S^  parallel. 

Fflhrt  man  die  bekannten  Bezeichnungen  ein,  so  ergiebt  sich  un- 
mittelbar aus  der  Figur  5.: 


sine 

V 

3BS 

§ 

smpx 

!>' 

sinpi 

v' 

CSS 

smps 

v" 

sinps 

v" 

sinps 

v" 

sin()3 

tF 

sinp 

V 

und  durch  Multiplication  dieser  Gleichungen  folgt  endlich: 

sine 


sing 


1    d.  h.    e  =  p 


das  ist  soviel  als  Sa  D  Se.  Der  Parallelismus  der  Schichten  ist  durch 
die  Bedingung  hineingelegt  worden,  dass  der  Brechungswinkel  für  eine 
Schichte  zum  Einfallswinkel  für  die  darauffolgende  Schichte  genommen 
wurde. 

6)  Wenn  ein  Lichtstrahl  aus  einem  Medium  M  in  ein  ihm 
gleiches  übertritt,  so  erfolgt  offenbar  keine  Brechung,  denn  wegen 
t?  =  ü'  folgt 

--. —  =  1    d.  h.    e  =  o« 
sinp  ^ 

Der  Strahl  kann  aber  auch  gezwungen  werden,  nachdem  er  F  ge- 
troffen hat,  in  demselben  Mittel  zu  verbleiben.  Diess  erfolgt  dann, 
wenn  F  eine  undurchdringliche,  total  spiegelnde  Fläche  ist  Es  ist 
für  diese  Art  Brechung  auch 

V  =  V 

also 

sine  =»  sinpi  =  sin(180— -  Qi) 
daher 

e  «  pj. 

Die  Brechung  geht  in  die  totale  Reflexion  über  und  es  ist  dabei  der 
Einfallswinkel  gleich  dem  Reflexionswinkel,  das  bekannte  Reflexions- 
gesetz  des  Lichtes.    Es  erfolgt  also  auch  bei  der  Reflexion  die  Forfr- 
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in  Jones  M^  bedeutet  und  fttr  verschiedene  Mi  das  3f  constant 
behalten  bleibt.    Durch  die  Geschwindigkeiten  ausgedrückt,  folgt: 

k      1  «  ^,jj     1. 

Daraus  ersieht  man,  dass  für  grössere  i/  bei  constantem  v  der  Aus- 
druck k^^-1  kleiner  wird  und  umgekehrt.  Da  nun  im  Allgemeinen 
einem  dünneren  Mittel  eine  grössere  Durchgangsgeschwindigkeit  entr 
spricht  und  umgekehrt  dem  dichteren  eine  kleinere,  so  wird  auch  in 
der  Regel  dem  dünneren  Medium  eine  geringere  brechende  Kraft  zu- 
kommen als  dem  dichteren.  Diess  gilt  ausnahmslos  für  Medien  von 
gleicher  Beschaffenheit  und  verschiedener  Dichte  (z.  B.  Gase  unter 
verschiedenem  Drucke  ausgesetzt). 

9)  Ist  k  die  bekannte  Grösse  für  die  Medien  3/ und  M^  und  D' 
die  Dichte  vom  letzteren,  dann  heisst  der  Ausdruck  — gr-  das  Bre- 
chungsvermögen des  Mediums  M^  in  Bezug  auf  das  constant  beibehal- 
tene M. 

Das  Brechnngsvermögen  ist  nach  empirischen  Ermittlungen  eine 
constante  Grösse,  wenn  AT  unverändert  bleiben,  M^  aber  nur  in  seiner 
Dichte  Dl  eine  Aenderung  erleiden  soll. 

Diess  gibt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand  eine  Beziehung  zwischen 
der  Dichte  eines  l^i^tels  und  der  Geschwindigkeit  des  durchgehenden 
Lichtstrahles  desselben  aufzustellen. 

Bedeutet: 

V  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  luftleeren  Baume  (Aether), 
v'  jene  im  Mittel  3/^, 

D'  die  Dichte  des  Mittels  M^, 

V  das  Brechungsvermögen  von  M^  in  Bezug  auf  den  luftleeren  Saum, 

so  wird: 


und  daraus: 

iD\  V-\- 1 

Sind  r,  D*  und  V  bekannt,  so  lässt  sich  aus  Letzterem  die  G<5scliwin- 
digkcit  V*  im  Medium  M^  rechnen. 

Aendert  M^  seine  Dichte  in  If\  so  bleibt,  wie  oben  erwähnt,  das 


\ 
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XII. 


Beitrag  zum  lntei*polatioiisj)roblem. 


Von 

Carl  Bartl. 


Die  Aufgabe  der  Interpolation  fftr  eine  Reihe  gegebener  Werte 
einer  in  ihrer  Form  unbekannten  Function  und  ihrer  entsprechenden 
Argumente  besteht  bekanntlich  darin  für  beliebige  zwischenliegcnde 
Werte  dieser  Argumente  aus  dem  Gegebenen  die  zugehörigen  Func- 
tionswcrte  auszumitteln.  Stellt  man  die  gegebenen  Werte,  Argumente 
und  Functionen  als  Abscissen  und  Ordinaten  von  Punkten  durch  ein 
rechtwinkeliges  Axensystem  bildlich  dar,  so  drückt  sich  unsere  Auf- 
gabe auch  so  aus,  dass  man  sagt:  £s  sind  für  solche  zwischen  den 
gegebenen  Abscissen  liegenden  Werte  die  zugehörigen  Ordinaten  jener 
Funkte  zu  bestimmen,  welche  in  Bezug  auf  die  aufgestellte  Punkten- 
folge entsprechend  eingeschaltet  erscheinen. 

Dieses  Problem  gehört  in  seiner  allgemeinen  Form  offenbar  zu 
den  unbestimmten,  unendlich  viele  Lösungen  zulassenden.  Diess  geht 
auch  aus  der  zweiten  Auffassung  diroct  hervor,  indem  sich  durch  jene 
dargestellte  Punktenfolge  beliebig  viele  Curven  legen  lassen,  die  für 
ein  zwischen  liegendes  Argument  (Abscisse)  ebcusovielc  Functions- 
werte  (Ordinaten  von  Curvenpunkten)  liefern. 

Sehr  häufig  wird  nun  in  concreten  Fällen  jene  Unbestimmtheit 
durch  Bedingungen  gehoben,  die  mit  der  Aufgabe  mitgegeben  erschei- 
nen oder  sich  aus  deren  Natur  ableiten  lassen,  so  dass  man  von  einer, 
für  die  praktischen  Verhältnisse  genügenden  Lösung  allerdings  spre- 
chen kann. 
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mit  in  Kechnnng  zu  ziehen  —  was  doch  ebenso  wesentlich  zur  mög- 
lichst richtigen  Lösung  gehören  soll. 

Im  Folgenden  soll  nun  an  einem  Beispiele  die  Lösung  nach  der 
Lagrange'scheu  Methode  und  jene  nach  dem  oben  vorgetragenen  Ver- 
fahren vergleichsweise  durchgeführt  werden.  Letztere  insbesondere 
zu  dem  Zwecke,  um  zu  zeigen,  wie  man  sich  in  einem  concreten  Falle 
nach  dieser,  nur  im  Allgemeinen  angegebenen  Behandlungsart  zu  be- 
nehmen habe.  Diess  motivirt  auch  die  etwas  umstäudlichero  Dorch- 
ftthrung  des  sonst  einfachen  Falles. 

BeispieL 

„Nach  der  Verordnung  des  Handelsministeriums  vom  13.  Aug.  1870 
betreffend  die  bei  der  Erbauung  eiserner  Brücken  für  Eisenbahnen 
zu  beachtenden  Sicherheitsrücksichten,  hat  nach  §  2  derselben  die 
zufällige  Belastung  (P)  gleichmässig  verteilt  per  Meter  laufenden  Ge- 
leises zu  betragen: 

Bei  einer  Spannweite  von  S^-^l    Meter  Belastung  J\  =»  20  Tonnen 

„  ^o  =  2  „  1*2  =  15        „ 

«  *^3  =  5  ^i  P3  =»  10        „ 

9)  5i  =  2(J  ,)  J\  =  5  n 

S,  =  SO  „  i'5  =  4 

und  bei  einer  Spannweite  von  mehr  als  30  Meter  gleichfalls  4  Tonnen 
Belastung. 

Für  dazwischen  fallende  Tragweiten  ist  die  nötige  Interpolation 
vorzunehmen." 

Hier  liegt  ein  Fall  von  Interpolation  vor,  bei  welchen  die  ge- 
gebenen Argumentswei-te  in  ungleichen  Intervallen  aufeinanderfolgen, 
denn  wir  haben  die  per  Meter  laufenden  Geleises  zu  nehmende  Be- 
lastung P  als  Function  der  Spannweite  S  anzusehen. 

1.  Losung. 

Nach  der  allgemeinen  Lösungsmethode  von  Lagrange  folgt  f&r 
eiue  beliebige  Spannweite  S  (zwischen  den  gegebenen  Werten)  die  xa 
nehmende  Belastung  r  per  Meter  (d.  i.  unser  fraglicher  Functions- 
wert)  ausgedrückt  durch  die  Gleichung: 

wobei  die  Coefficienten  X  die  Spannweiten  enthalten  und  beispieifl* 
weise  einer  derselben  die  Form  hat: 


-v-   ■-■»-.-*■"   '  '  ■    "-^-A  J?J->"Bll^,l    ^ 
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xm. 

Miscellen. 


1. 

Bemerkunir  Aber  den  Torsionshalbmesser  Ton  Ramnearreii. 

Darch  eine  sehr  einfache  Betrachtang  ist  es  möglich,  den  Quoti- 
enten ans  Bogenelement  und  Torsionswinkcl  in  irgend  einem  Punkt 
einer  Raumcurve,  dessen  Grenzwert  den  Torsionshalbmesser  in  diesem 
Punkt  liefert,  geometrisch  so  umzuformen,  dass  man  den  analytischen 
Ausdruck  dafür  ohne  Weiteres  angegeben  kann.  Ehe  wir  dies  zeigen, 
müssen  wir  vorausschicken  die  Formeln  für  den  Inhalt  eines  unend- 
lich kleinen  Dreiecks  und  eines  unendlich  kleinen  Tetraeders,  ana- 
gedrükt  durch  die  Coordinaten  der  (unendlich  nahen)  Eckpunkte. 
Wenn  nämlich  A^  B^  C  drei  unendlich  wenig  entfernte  Punkte  mit 
den  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  System  bezogenen  Coordinaten 

a;,  y,  z\     ar-j-cif,  y+rfy,  z-^-dz^    a;-|-2flte-f-d*ar,  y+2€fy-l-d*y, 

sind,  so  ist  der  doppelte  Inhalt  ^  des  Dreiecks  ABC  bekanntlich  dar* 
gestellt  durch 

-^*  =  (1,  y+dy,  «+2d»+Ä)«+(x,  1,  «+2€&+Ä)«+(«,  y+dy,  1)V 
wo  zur  Abkürzung 


11  1 

y    y-^-dy    y+2<iy+rf*y 
z    Ä-j-d!»    »-f-2d!»-|-d*« 

n.  8.  w.  gesetzt  wurde. 


(1,  y  +  dy,  «  +  2rf»  +  Ä) 
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c  *°  coB2([COS^cos#-j-Bin^Bin# 

cos  2(1 
'^  "^  ~  cos2itcog|!cos#-|-BiD|}sin# 

Mittelst  der  SobstitnUon 

8iii2«Biin)+coflff 


cot»  —  - 


cos  2a  sin  ^ 


lässt  sich  ein  sehr  cinfocher  Ausdruck  von  E  in  der  einzigen  Vaii&beln 
1]  gewinnen.    Denn  es  wird 


sinjS 


c      l-[-Bin2ac03^dni] 

1     (1  +  rin2(tcoBpBiii*))'— sin'!f(rBin*/JcoB'>f 

sin**  005*2«  Bin^(3 


•^      sin'9  (1  -|-  sin  2«  cos  ß  sin  ij)^ 
=  1- 


Bin'2csin'(?co3't) 
{l+8in2ocoBfi8inij)* 


sin2gsin|?co8T) 
'l+sin2acos^siu^ 


W 


Diese  Gleicbung  zeigt  die  Berechtigung  der  Substitution  (2),  sofern 
das  reelle  cosft  oin  reelles  cobi;,  also  sin^t)    ,  1  fordert.    Führt  man 


die  Werte  (3)  (4)  in  (1)  ein,  so  erhält  man: 

cob'o  cos'ij  ^  ' 

oder,  abgekürzt: 


jeden  Wert  zwiEchcn  0  und  1  haben  kann. 

DifTercntiirt  mau  zweimal,  so  kämmt: 

dE  3sini?+..(2ain'i;+l) 

5q  "°  ■^  cos*ij   • 


-Vf-  ■•■ 
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8^  °  ^tgiyg^  +  iV   \^^  (6) 

Entere  Grösse  verschwindet  ftür 

\  .  — 3±m 

srni,»-^- 

wo 

w  —  yO  — 8n« 

.  iwiflcben  1  und  3  enthalten  ist.    Hieraus  ergiebt  sich: 

1  für  das  obere,  >>  1  für  das  untere  Zeichen.    Demnach  hat  aUein 

der  Wert 

m  — 3 

Badeatmig,  und  dieser  ergiebt  nach  (6): 

—  «-^•^0 
dfi*  "*  cos*iy  ^ 

altspricht  daher  einem  Minimum. 

Nach  Einsetzung  der  gefundenen  Werte  hat  man: 

I» — 3+4cos*j3 

cot^  =  1 n    '   o — ^  (7) 

4  cos  2a  sin  ^  cos  |S  ^^ 


l/3  1  +  w      .         i/i 


3  — CT 


(8) 


COSfi-tg^ijAL^"  (9) 


3  —  m 

-f-  m 

8csin^asinV 


l'\-m 


(10) 


_    Rc^  sin  «sin/?  (3+  m)J 
^~3y6     cos'a     vT^  ^^^^ 

grosse  Halbaxe 

p         8c  sin*«  cos  V 


cosV       3      3 — ^ 
Ueine  Halbaxe 

p  Sc     sin'asin/Jcos/? 


(12) 


cosfi       V3y(l4-n»)(3-m) 


(13) 
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5. 
Elitwickelung  von  log(l-)-^)- 

Ich  füge  noch  dio  Entwickelang  von  logil-^x)  in  eine  Reihe 
auf  eine  neue  Weise  hinzu,  die  mir  deshalb  wohl  erwähnenswert  zu 
sein  scheint,  weil  sie  ganz  ohne  den  binomischen  Lehrsatz  gefunden 
wird. 

Es  sei 

10g(l4-ip)  •=  OjÄ-f-ÖS**-}'''-  "^  -&«*«* 

also 

log(l+y)  =  «1^+«»^*+...  =  ^ahi/ 

1 

also 

log(l+a;)-log(l+y)  =  log^  «  la*(x*-y*) 

Nun  ist 
also 

'-{i$-:)-'"«('+s)-iS+-(fs)+- 

Wir  finden  also 
oder 

1     «— y       1      (i+yr 

Wir  setzen  nun  x  »  y.    Es  ist  aber 


also 


Lim  (??—?*)      =Ä.y*-^ 


lÄ.a*y-i  =  l^y 


1 

da  dio  Übrigen  Glieder  der  rechton  Seite  fortfallen.    Es  ist  aber 


ail(— l)*.y*  =  o,  l(-l)»-i.s*-» 


1+y 

Hioraas  folgt  also 

Ä.o»  =  (— l)*-i.o, 

(-l)*-i.a, 
« ;^ 

Der  Coefficiont  o,  muss  natürlich  auf  gewöhnliche  Weise  bestimmt 
werden. 

Königsberg,  d.  5.  Jan.  1878.  W.  Fuhrmann. 
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6. 
SradtteluB^  des  Wertes  eines  bestimmteii  Integrales. 
Das  zu  berechnende  Integral  ist 


-  nu—a)^-^ (u—ß)^-^ g>(H)du 


j^j  (tt— cr)^-i (tt-/Jr-^ g>(H)Bu  (1) 

ftr  den  Fall,  in  welchem  A  nnd  B  positive  Zahlen  sind  und  (p(u) 
ganze  algebraische  Function  von  u  bedeutet. 

Führt  man  in  dem  obigen  Integrale  für  u  eine  neue  Variable  w 
^cin,  mittelst  der  Substitution 

tt-=  a+(/J— a)ir  (2) 

^•0  erhält  man 

1 

J=  (/J—  «)A+Ä-l(_i)Ä-l  /*K,^-i(l  — U7)Ä-1  ipla+(ß--a)w']€lw     (3) 
man  der  Kürze  halber 

entwickelt  man 

9(a+yM7) 

■ittelst  der  Madaurinischen  Reihe,  so  erhält  man: 

1 

J  =  (—1)^1  y*-!  /'w^-l  (l-u^)^-l  l(p(a)  +  yw  (p'(a)  + 

b 

Man  kann  diesen  Ausdruck  auch  so  schreiben: 

1.  1 

1  1 

:  Knn  ist  bekanntlich  fOr  positive  Werte  von  p  und  <; 

1 


/V.a-.)^.*-^f 


li^id  luU  man; 
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Diese  Art  der  Abloitnug  von  a~'t).o  ans  n  licisst  Trftnsfor- 
mation  von  »x  dnrch  n;  a-^»xo  ist  die  Transformirto  von  »^ 
durch  (F.  Wir  «ollen  zeigen,  doss  die  TranBrormirtc  o~^*i.tt  mit  *x 
in  der  ZaI  der  Cylilen  nnd  der  Zal  der  Elemente  jedes  einzelnen 
Cyklus  Übereinstimmt,  so  dass  mau  «''«itf  ans  »x  erhält,  indem  nun 
jedes  Element  von  »A  dnrch  da^enigo  ersetzt,  welches  iT  daranf  folgen 
lUest,  nnd  dass  man  also  nach  unserer  ersten  Bezcichnang  schreiben 
köDute 


->«ia 


=a> 


In  der  Tat,  es  mögen  x^,  x^,  X3,  ...  einen  Cyklus  yon  »x  bilden,  nnd 
es  möge  0  die  ElomcDtcnrolgCD  x*]!!,,  r^k,,  Xj^t,,  ■■■  enthalten,  wo, 
wenn  z.  B.  r^  nicht  in  a  vorkommt,  1.^  =  2  m  setzen  ist.  Dann  fflrt 
c-^  das  Element  n,  nach  o-,,  «,  '^''t  '^t  1"'^''  ^1  on<'  '  ^^^  '■ 
in  a-i,  über;  es  tritt  daher  an  Stelle  von  a-jjr»  jetzt «,  i«,  u.  s.  w. 

In  gleicherweise  wie  von  transformirten  Substitutionen  sprechen 
wir  auch  von  transformirten  Gruppen,  so  dass  z.  B.  <l>,  die 
Trausformirte  von  (P,  durch  (Fj  oder  dass  d^g  ■=  a,~'<I>j<(|  ist. 

So  sahen  wir,  dass  die  Function 

Vi  "  a-,3:,+ 0:3X4 

drei  Werte  habe,  uud  dass  ihre  Gruppe  von  der  Ordnung  8  sei.  Die 
Substitution  a  ;=  (stiXj)  gchOrt  nicht  zu  der  Gruppe  <&i  von  qi, 

(r,!ra)  (1^4) ;     (x,Xf)  (ar^j) ;     (ir,iriirsX,) ; 
ff  wandelt  91,  in  9>a  =  ^i'4'l~'2^3  i">ii  dasselbe  tan  allo  m«,  nämlich 
l'i'^;     (r-jx^r-i);     {fir^r-t);     (ir,ar^3a;J; 

Diese  16  Substitutionen  crschüpfcu  noch  nicht  alle  41  möglichen; 
T=  (a-ji-y)  gehört  uicht  zu  denselben;  man  erhUlt  v  ^=  "i'»-^ 'Vt 
nnd  die  fehlenden  8  Substitutionen  erhält  man  durch  die  nn 

(ar^a);     C'"i's^*)i     (»^i'ä*'*);     ('i'o'i«^)! 


Die  Beweise  der  soeben  aufgostelltGu  Satze  beruhen  dsra&f ,  dua 
wir  alle  Überhaupt  möglichen  nl  Substitutionen  durch  die  Compleae 
von  je  r  Substitutionen  »j.',  «Jt'ii  no^;  ...  (1  —  1,  ...  r)  e 


^-»T"    ,"     "  '      i  ■  1      » 


^1    1 
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Denn  sind  qpj,  qp^,  «pg,  ...  die  gegebenen  Functionen,  so  hat  fttr 
die  willkürlichen  aber  allgemeinen  Constanten  «  die  Function 

als  zugehörige  Gruppe  die  grössto,  welche  zugleich  in  allen  den  Grup- 
pen, welche  zu  (jpj,  «jpj,  <P3, ...  gehören,  enthalten  ist.  Jedes  g)  bleibt 
daher  für  die  Gruppe  der  obigen  Summe  unverändert  und  ist  folglich 
rational  durch  sie  darstellbar.  Haben  die  Gruppen  keine  anderen 
gemeinsamen  Substitutionen,  so  doch  immer  wenigstens  die  Einheit; 
in  diesem  Falle  würde  t/;  die  resolvirende  Function  der  Elemente 
werden. 

III.    Jede  alternirende  Function  tp  ist  in  der  Form 

darstellbar,  wo  iZ,  und  R^  rationale  Functionen  der 
symmetrischen  elementaren  Functionen  der  x  sind. 

Denn  wenn  «p^  und  9^2  ^i^  beiden  Werte  von  q>  sind,  und  man 
setzt 

<Pl  +  <P2  =  2/?!,         <Pi.9>2  =  -ß'i 

so  wird  Ri  wie  Jf  symmetrisch.    Ausserdem  ist 

q>^  —  2Rig>+R'^0\ 

tp «  Ei+vr^^—r' = Äi+y^,. 

Nun  bestehen  nach  §  6.  II.  wirklich  Functionen  q>  die  nur  zweiwertig 
sind,  und  daher  giebt  es  auch  stets  zweiwertige  Functionen 
q>  —  Ri  der  ar^,. ..»•«,  deren  Quadrate  symmetrisch  in  den 
X  werden,  und  deren  beide  Werte  sich  nur  durch  das 
Vorzeichen  unterscheiden.  Die  einfachste  dieser  Functionen 
ist   das  in   §  6.  II.    gebildete  Product    aus    den  Wurzeldiffercnzen 

lY.  Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  ob  es  vielleicht  noch  andere 
Functionen  (p(x^^ . . .  atn)  ausser  den  eben  angefahrten  giebt,  welche  in 
den  n  Elementen  a*,,  ...  xh  nicht  symmetrisch  sind,  bei  denen  aber 
eine  Primzalpotenz  9^(a;i, ...  a*n)  symmetrisch  in  den  x  wird. 

In  diesem  Falle  hätte  mau 

(f^iXiy  Xfy  ...  Xn)  =  (^(<h^  •••  ^) 

also 

p 

9(«j,  «^  ...  Xn)  —  Vö^Coi,  ...  Oft). 


■■•_•-     ■^- 
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wo  e  eine  von  1  verschiedene  Wurzel  der  Gleichung  «p  «==  1  ist 
Diese  Gleichung  zwischen  den  n  von  einander  unabhängigen  Elemen- 
ten a-j,  ...  xn  ist,  wie  alle  unsere  früheren  eine  Identität  Sie  bleibt 
also  bestehen,  wenn  man  in  ihr  die  Substitution  a  noch  einmal  aus- 
fürt-,  es  ist  also  auch 

und  daher  in  gleicher  Weise 

0?  gehört  der  Auuame  nach  zu  <Z>,  folglich  bleibt  tp  für  die  Substi- 
tution c9  ungeändert  und  es  ist 

Vaq  =  Vi  =  «*<Pi ; 

£«  •=  1. 

c  ist  eine  jpte  Eiuheitswnrzel,  q  ist  einePrimzal;  folglich  wird  q'=^p 
sein  müssen;  aP  ist  die  niedrigste  Potenz  von  tf,  welche  in  ({>  vor- 
kommt; die  aus  (Z>  und  a  gebildete  Gruppe  enthält  daher  mindestens 
pmal  soviele  Substitutionen  als  <P.  Sie  ist  aber  auch  in  ^enthalten, 
und  dies  hat  genau  pmsLi  mehr  Substitutionen  als  <P;  folglich  ist 

Nach  den  Ausfürungen  von  §  4.  ist  dies  nur  möglich,  wenn  f&r 
alle  Substitutionen  «t,  ...  sr  von  (P 

wenn  also 

d.h.  wenn  a  zu  (Z>  permutabcl  ist  Nun  bleiben  die  Werte,  welche 
q>  ^  q>i  überhaupt  annehmen  kann, 

bezüglich  für  die  Gruppen 

angeändert;  diese  sind  sämmtlich  gleich  O.  Es  bleiben  folglich 
alle  Werte  ^i,  ...  q>ap-i  für  dieselbe  Gruppe  <Z>  ungeäudert  und  daher 
lassen  sie  sich  sämmtlich  als  rationale  Functionen  von  q>  darstellen. 

Als  notwendige  Bedingung  dafür,  dass  die  ptb  Potenz  einer  Func- 
tion 9  von  p.Q  Werten  nur  ^-wertig  sei,  haben  wir  also  gefanden, 


aber  Hie  moraliifche  Dedcuhuig  von   Gthtsnnnncn.  277 

'•    die  moralische  Hoffnung  (Ibergeht  liier  in  die  Furcht,  iylo  resj).  OKU 
.    seines  Vermögens  zu  verlieren. 

j3)  Betrachtet  mau  irgend  ein  Spiel,  bei  welchem  die  Einsätze 
nach  den  Regeln  der  niathcniatischen  Hoffnung  geordnet  sind,  welches 
also  mathematisch  gleich  ist,  so  kann  leicht  erwiesen  werden, 
dass  es  für  jeden  der  Mitspielenden  moralisch  nachteilig  ist. 

Gesetzt,  V  sei  der  Einsatz  eines  Spielers  yl,  ?/•  die  Wahrschein- 
lichkeit für  ihn,  zu  gewinnen,  also  1  —  «'•  jene  für  das  Verlieren,  so 

V(l  —  </') 

ist  der  rechtmässige  Einsatz  des  Gegners  B  oder  der  Ge- 
winn« welchen  Ä  zu  erwarten  hat.  Die  moralische  Hoffnung  für  A 
ist,  der  ersten  Annahme  zufolgt^, 

v(l  —  xr) 

1  H ,,  — 

also  negativ,  übergeht  daher  in  Furcht  und  der  dieser  en*sprechende 
pLjsischc  Güldbctrag  ist 

r(l  —  /'•) 
v(l  —  ic)  -f-  'r(l  —  v) 

Nach  der  anderen  Annahme  ergibt  die  llechuung  die  moralische 
HofifnuDg  im  Betrage 


«.i(l  +  '^-^)  +  (l-^)^(l-v) 


0  1  H — .  X 


also  gleichfalls  negativ,  weil  der  Wert  des  Integrals  unter  <ler  Bedin- 
gung V  <^1  positiv  bleibt ;  der  entsprechcnne  physische  Geldwert  ist 

-(.-(i+^'v^^)'.»-^)-)- 

y)  Wagt  jemand  einen  Betrag  v,  um  im  günstigen  Falle  oineu 
gleich  grossen  zu  gewinnen,  und  ist  j/'j  die  Wahrscheinlichkeit,  die 
er  für  das  Gewinnen,  w/  jene,  die  er  für  das  Verlieren  hat,  so  be- 
findet er  sich  moralisch  weder  im  Vor-  noch  im  Nachteile,  wenn 
Vßt  •"  0,  d.  h.  wenn 


über  die  moralische  litiUutuiuj  i:nn   (ivldtfuminfn. 


1'70 


80  rcducirt   sich   die  moralische  Erwartung  der  bctrelfoudcn  Perboii 
auf  die  Nulle,  wenn 


V,"' 


Vii" 
\  +  V^  1— V,' 

aus  dieser  Relation  kann  bei  gcgclxnicni  v  und  r,  das  crlordorliche 
<r  und  k'   berechnet  werden;  man  findet 


13) 


v,(.l  +  v) 

tr  ^  -  ■ 


,,/_*lL-  ^'i). 


V  +  l/, 


während  also  für  das  Verschwinden  der  mathomatischon  Erwartung 
-.=        sem  musste,   ist  hier     ,  =    -^     -    ,.  d.  li.  die  Wahrsohem- 

liebkeit  des  Gewinnens  fällt  grösser,  jene  dos  Vorlierens  kleiner  aus 
als  dort. 

Die  Gleichung  kann  auch  dazu  verwiMidet  werden,  bei  g(\','obon(Mi 
Wahrscheinlichkeiten  IJoziehungen  zwisciien  Gewinn  und  Veilust  her- 
zustellen; dieselben  lauton: 


V,<'' 


V^>f 


J 


14) 


o V, 


VV 


o: 


—  ■        T' 


V, 


ir 


1+       ' 


Vi*''  Vf 

in  diesen  Ausdrücken  sind       •    und     ,    die   durch   die  Parität    der 

mathematischen  Erwartungen  geforderten  Beträge  und  man  erkennt, 
dass  für  den  gegenwärtigen  Fall  der  Gewinn  grösser,  der  Verlust 
kleiner  gefordert  wird  als  dort. 

Legt  man  die  andere  Annahme  zu  Grunde,  so  tiudet  man  durch 
Lösung  der  Gleichung 

W(l+v)=  — /r7(l-v,) 

in  analoger  Weise  wie  vorhin: 

_        -  -/d-i',) 


r?rTT' 
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xvn. 


Proprietes  relatives  des  polyedres  rdguliers, 
<liii  sont  conjugu<3S  entre  eiix. 


Pftr 

Georges  Dostor. 


1.  Dans  le  TomoLIX,  1876,  de  ces  Archivcs,  nous  avons  fait 
connaitre  quelques  proprietes  nouvelles  des  polyedres  r^guliers  (pages 
50  h  58),  qui  reposent  sur  rintroduetiou,  dans  les  calculs,  du  rayou 
de  la  sph^v'e  tangente  aux  aretes. 

A*  la  iin  do  notrc  artide  (pages  57  et  58)  nous  avons  trouve 
qae,  si  deux  polyedres  r^guliers  conjuguös  sont  inscrits 
dans  la  mßmc  sph^re,  lours  volumes  sont  entre  eux  commo 
les  rayons  des  deux  sph^rcs,  qui  sont  tangentes  aux 
aretos  do  nos  deux  polyedres. 

Nous  avons  it6  conduit  k  ce  resultat  par  la  comparaison  des 
valeurs  numöriques,  quo  nous  avons  obtenues  pour  ces  volumes  et 
ponr  les  rayons  des  deux  sphdres. 

Or  cette  proposition  n'est  que  la  cons6quence  d'un  tlieor^mo 
g^niral  qui  s'appliquo  aussi  aux  polyedres  röguliers  conjugues,  lors- 
qne  ceux-ci  sont  ^toil^s. 

Ponr  ^tablir  cc  thöoröme  et  Tappliquer  aux  volumes,  nous  con- 
serveroDS  les  notations  de  Tarticle  cit6  et  nous  ferons  usage  de  la 
m£me  figurc,  quo  lo  lecteur  est  pri6  do  construire. 

3.  Th^rdme  sr^n^ral«  Lorsque  deux  polyedres  röguliers, 
conTezes    ou  £toil6s,    sont    conjugu6s    entre   eux,    les 


gui  sont  conjuguis  entre  eux. 
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1  =  sin^'^  +  cos«'^  =  sin«  ^-'^  +  0082?'^: 


n 


n 


m 


//i 


donc  les   premiers  Ic  sont  anssi,  et  il  vicnt 


cot /.cos  — 

7n 


d*ovL  Von  tirc  la  proportion 


(I) 


cot/ 
cot/' 


cot/  .008  "^> 

77i 


cos  — 

Yi 
WTT 

cos  - 


qa'il  fallait  i-tablir. 

Si  les  poly^dres  regalicrs  sont  convexes,  on  aura 


et  par  suite 


ai) 


C0tj_ 

cot/' 


TT 
COS  — 

n 


COS 


7E 


3.  Volume  d'un  polyödrc  regulier  convexe  en  valeur 
dos  rayons  des  trois  sphercs.  Soit  «  Tarete  d*uu  polyMro 
regulier  convexe  de  F  faces  ayant  chacune  w  cöti's  et  »  Ic  rayon  de 
la  Sphäre  inscrite.  Nous  avons  trouve  (page  50,  loc.  cit),  que  le 
volunie    V  du  polyödrc  est 


all) 


1  Tt 

V^  ^c^nFa^rCOi- 
12  n 


Representons  par  R  le  rayon  de  la  spliere  circonscrite,  par  q  celui 
de  la  sphere  tangeute  aux  aretes,  nous  avons  (memc  page) 


rt  =  2/ecot-cot7, 


n 
cos   - 

a  =  2p cot/, 

cos  - 

;2 


oü  m  ddsignc  le  nombre  des  aretes  issnes  de  cbaque  sommet  et  /  la 
demi-inclinaison  mutuelle  des  faces  adjacentes. 

Le  produit  de  ces  deux  valeors  de  a  sera 


Dos  ton  Nouoelle  Methode  pour  il^iermin^r  etr. 
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7C  n 

COS     cot/  =  cos      cot  /; 

in  n 


>onc   il   roste 


\" 


Aiiisi,  Ijorsquo  tleux  polyedrcs  ri^friiliers  sont  con- 
iKues,  s'ils  so  tr>)uveiit  inscrits  «liins  uiio  mOino  splir- 
p ,  1  o  u  r  s  V  a  1 0  u  r  s  s  c  r  o  ii  t  o  n  1 1*  o  e  u  x  c  o  m  ni  o  1  c  s  r  a  y  o  n  s 
OS    splioros   taugcntes  aux  ar^tes. 

II  s'ensiiil  quo  leurs  surfacos  sont  ilans  \v  memo  rap- 
or  t, 

Paris,    lO  novembro  1877. 


XVJII. 


Nou volle  Metho^lft  i)oiir  <ldt(»riiiiuer  los  Ibyers 

dos  Coiirl)os  du  socnnul  <logi*e. 


Par 


Georges  Dostor. 


1.  Dans  cette  methodo,  oii  a  hesoiii  de  conuaitre  los  Cou- 
ditioiis  necessaircs  ot  süffisantes  i)our  qu*un  polynome 
cnticr  du   secoud  dcgre  a  dcux   variables  soit  un  carre. 

Considerons  d'abord  le  polynome 

(1)  a.c'  +  2/../;//  +  cf/''^  +  l^/:i;  +  '2n/  -\- 1 

dans  leqnel  Ic  terme  constaut  est  egal  a  Tunite.    Pour  quo  ce  poly- 
ii6me  soit  au  carre,  ii  faut  et  il  suftit  quo  sa  racine  soit  de  la  forme 


mx-\-ii7^^1. 


MlIXU. 


\^ 


h»  J'oytrs  ihn  Courhta  ihi  ncontl  ihijrt,  ÜK> 

Boit    positif.     Si  nous  rcmplagons  U  par  V^IC,  Ics  doux  ücinatious 
pn^cedentes  se  reduiroDt  u 

">'^+^>^  =  -— l>(7jyc'-/.;y.i)-  ■ 

qui  rcpresentcut  dcux  droites  rectaiigiilairos ,  dont  rintcrscctiou  sera 
precisenient  le  foyer  de  notrc  imrabolo  (3). 

4.  Multiplions  Ics  equations  (III)  et  (IV)  rcspcctiveiiu'ut  par 
^^ —  CJ  et  Z^,  et  rctranchons  le  premier  prodiiit  du  sccond;  nous  aurous 
^limine  /(r.^,/S),  et  rOquation  rcsultante  sera 

(VII>  Bfa^-{A - C)faj\i- Bf/  =--  0. 

Si,  dans  cctte  equation,  nous  regardous  «  et  (3  commc  les  coordt)n- 
iit*es  courautes,  eile  reprOseutcra  uuc  coni^iuo  qui  passe  par  les  foyers 
de  la  courbe  du  secund  degre  (3). 

Mais  cottc  cquaticm  (YII)  est  precistMin'iit  TtMiuatlou  aux  axes  de 
la  coui<iuc  (3).    Donc 

Les  foycrs  d'une  courbe  du  second  degre  sont  situes 
sur    Ics   axes  de  la  courbe. 

5.  Determination  de  requation  aux  axes  des  cuur- 
bcs  du  second  degre,  rapportees  a  des  coordoniices 
rcctangulaires.    II  est  facile  de  faire  voir  quo  requation 

(VIII)  ^//'  -  (-» -  nfxf,'-  Bf,  -  0 

fouruit  les  «Icux  axes  de  la  conique  (3). 

Soiont  eu  cffet  //*  et  wi'  les  coeftieients  angulaircs  de  denx  dia- 
metres  coiijugues  de  la  conique  (3).  Le  dianietre  conjugue  a  la  di- 
rcction  w  etaut 

U  vicnt 

,  A-f-mB 

B  -|-  m(j 

On  a  douc,  entrc  >#*  et  m\  la  rclation 


'■'*       ß^y*''^  «'«*  CourfjM  du  second  d6jrf. 


20Ö 


noos  pourrons  cliniincr  d'abord  m   cnti'c  Ics  equations  (13),  (14)  et 
(15),   ce  qui  nous  fournit  Ics  dcux  CMiuatioiis 

qa*il  suftit    de  diviscr  membrc  ä  mombrc  pour  avoir  requatiou  aux 
axes 

Af^'^Bf„'         CfJ-Bf,' 


ftf'—  COS  e/x  fx—  cos  ß/f,' ' 


QU 


(X)         (i^~  C co^ 6) fx'^~-'(A-^C)Aff,'—(B  —  A cos 6)//  =  0. 


■  >.  ■:.  -=^.'ir'-^  ■■■■■■   .         .    ■  ■     '.  '      \r'«J 
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XIX. 


Bewegung  eines  am  Faden  hangenden  Stal)es, 


Von 

R.  Hoppe. 


Ein  Faden,  d.  i.  eine  gewichtlose,  uudehnbarc  Gerade,  sei  im 
einen  Eckpunkt  fest  und  trage  am  andern  einen  Stab,  d.  i.  eine  starre 
Gerade  mit  beliebig  verteilter  Masse.  Der  Befcstigungspuukt  am  Stabe 
sei  beliebig,  nur  soll  er  nicht  dessen  Schwerpunkt  sein.  Auf  den  Stab 
wirke  allein  die  Schwere.  Im  Folgenden  sollen  einige  Fragen  in  Be- 
treff seiner  Bewegung  untersucht  werden. 

§.  1.    AUgremeine  DiiTerentialgleichungren  der  Bewegung. 

Der  feste  Endpunkt  O  des  Fadens  OE  =  a  sei  Anfang  der  recht- 
winkligen xyz^  die  X  vertical  nach  unten  gerichtet ,  das  andre  Ende  K 
Anfang  der  Abscissen  u  längs  dem  Stabe,  positiv  nach  dem  Schwer- 
punkt F  hin.    Ist  dm  ein  Element  der  Masse  vt  im  Punkte  m,  so 

möge  sein 

fudm  =  />7/j;    fu'd-ni  =  hrm 

die  Integrale  tlber  den  ganzen  Stab  ausgedehnt. 

Für  die  Folge  wird  die  Bemerkung  notwendig  sein,  dass  stets 

ist.    Dies  erhellt  leicht,  wenn  man  die  Massenelemente  m^^  m^^  mj,  ... 
in  unendlich  nahen  Punkton  M|,  f^,  «t^,  ...  concentrirt  denkt.  Dann  ist 

hem  =  hcZmu  =  £uk'tnii 


daher 
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—  {Ziik'ntk''}-  ZE'2uuii, iiwiih) 
-~=  Z2{nk  —  i(h)'titktnh  '^r-  0. 

Sind  ^'i^i-i  ilic  Kiclitiingscosiinis  dos  FatltMis,  x^t/.,-:^  «lir  «Ics  Sla- 
bos.   so  sind  die  Coordiuatcu  des  StabeloiiUMits 


1/  ^--  '■  <^l/i  f  ".'/2 

Von  den  Bcwcguiigsglcicliunpeii  sind  /.\\r\  Integrale  bekannt,  dir. 
Gleichung  der  oonstantcn  Flilcheiigcschwindigkoitsprojcotitiu 

/  (^='      r:i/*)cvi  =  Hilf 

und  die  Glcicliung  der  lebendigen  Kraft 

wo   der  Aecent  die  Differentiation  uaeb  der  Zeit  ansdnickt. 

Aus  der  letztem  lassen  sieb  leicbt  die  I  un:ibliängi;ien  l)itVrren- 
tialgleichungen  2.  Ordnnng  durch  partielle  Ditn-rrutiation  ableiten,  din 
aus  den  Ti  Bewegung<sgleicbnugen  eines  stjirren  Sy.>tenis  auszusinubrn 
eine  sehr  umstilndliebe  Hecbnung  erfordern  würdi». 

Setzt  man 

;*■,    -  {.'OScp  .1'^  =  cosA 

Pi  -^  sing? cos V»  //^.  --  sin A cos /i 

~i  ==  sincjpsini;»  t^  =-^  ^inAsina 

üu   sind  qp,  t^,  A,  .u  die  l  unabbänii;i|^  \ariirenilcn  t()i)isebrn    (inissen, 
so  ilass,  wenn  man  das  DitVerential  der  (rl.  (1)  in  der  Form 

darsti'llt.  und  zwar  nach  Anleitung'  des  AlemlMTt'scben  Principe 


C  .:r  '  ^   ,,  er 


setzt. 


diu  4  unabhängigen  Gleichungen  sind,  die  (p,  V^  ^9  f*  bestimmen. 
findet,  wenn  zur  Abkürzung  v — ;*  =  ö  gescUt  NsxrvSi-. 


Man 
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jxn 


ist,  so  erhellt,  dass  q  und  ftq  beständig  abnolimen,  wenn  p  wäcbst; 
gleichzeitig  inuss  dann  auch  sinV  beständig  abnclinien;  daher  ent- 
spricht jedem  g?  nur  ein  7?,  und  es  genügt,  die  äussersten  Werte  von 
;>,  bestimmt  durch 

2>(Z  =  1  (g)  =  0),     .y  =  1  (qp  =  R) 

/u  entwickeln.    Diese  Gleichungen  lauten  nach  (9)  (oberes  Zeichen): 

il7;(Ä-+l  ~2>)  =  (M  +  1)(A  — /.)(;)  — 1)  (grösstes  p) 

Die  erste  hat  nur  eine  positive  Wurzel: 

p  =  M  +  l    für    g)  -  0 


odei 


die  andere  giebt: 


AA  +  l 

i>  =  ,j,4.1-zi..    für    9^-R 


(12) 


(13) 


Dem  entsprechen  die  W^erte: 


<i  = 


A/j+'i 


für    (jp  =  0 


^^  =  ^/;h:  1)  ^  /■  +  AA-  + 1   ^"'  ^  =-  ^^ 

ferner  nach  (11)  (oberes  Zeichen): 


(14) 


(ir>) 


oder 


9 


=.  a  +/>;,  =    (U.-|-1)(Ä  — Z.)-|-/,(///.-}-i) 

,  ,  ///.•+  1        .. 

^hh   -;         für    o)  =-  0 
=  0    für    <)P  —  R 


f*'=l/^K.Vi(''  =  0)'    P'=x(.p=-R) 


(IG) 


Hoppe:   Bewegung  eines  am  Faden  hangenden  Stabes. 


:k)3 


Vergleicht  man  die  untern  Grenzen  (17)  (IH),  so  crgicbt  sich: 
T    ~"  \{hl-  -f  1 )  (Ä  —  /')  -/.""/        /.'  !(AA-  + 1)  (Ä  —  X)  —  Z I 


Hiernach  wird  y  durch  (17)  oder  (18)  begrenzt,  jenaclideni  k- 
4/*  ist.    Diese  2  Fülle  sind  zu  trennen. 


oder 


1)    /.•<iA. 
Die  Bedingung  a  >  /»,  das  ist 

(hL'+l){h~I:)—k  ■-=  (/*/.+l)(/*  —  2/.) +///.-  >  0 

ist.  ohne  Weiteres  erfüllt;  (p  variirt  von  0  bis  (p^,,  l  von  i)  bis  K. 
Der  Wert  g>o  ^^»rd  jedoch  schon  erreicht  und  überschritten,  ehe  p  -  er. 
wird. 

Stellt  man  nämlich  den  Ausdruck  (10)  in  der  Form 


sin-9> 


f 


dar,  so  ist  die  Grösse 


5-(/— r)}*(^+^'> "  «'">«(^+  ^') 


;)"  —  1 


(19) 


für  <)P=0,  das  ist  für  das  kleinste  ;>,  ^  —  1,  dagegen  wird  für  ;)=od 
der  Zähler  =  :c;  folglich  muss,  für  irgend  ein  ^j  =;)j,  iMerschwiiiden 
uud  für  hinreichend  grosse  p  positiv  werden.    Es  folgt  dann,  dass 


und 


8in<p  =  sinqPo  für  p  =  p^  und  für  p  =  a 
sin  q>  >  sin  cjp,,  für  p  >»  irgend  ein  pa  -^  Pi 


hieraus  wieder,  dass  sing)  für  irgend  einen  Wert  p -- p^^  Vo  ein 
Maximum  hat. 

Die  Gleichungen;  welche /)j,  2>o»  Vt  bestimmen,  sind  vom  o.  Grade; 
nämlich  jede  Wurzel  der  Gleichung 


AW-ii>+ti+Ä-)-  (j[C-l)  (;>  +  !)-  -  0 


(20) 


innerhalb  der  Grenzen  der  p  ist  ein  Wert  von  p^ ,   die  grösste  unter 
ihnen  ist  ^i>o-    Ferner  ergiebt  die  Diilerentiation  von  (10): 


2pdp.Q 


dsm^ip  -  ^, -,_;,, " 


WO 
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Integrirt  man  die  in  diesem  Sinne  irgend  eine  Zeitlang  daaernden 
Gl.  (31),  so  sind  die  Integrale  von  der  Form: 

Nach  Einsetzung  ergeben  sich  znr  Bestimmung  der  a  die  2  Gleichungen: 

gcosd 


-(«'-^'■+m^*)-^. 


woraus  nach  Elimination  von  A^  B: 

Setzt  man 

2^*sin^    i/ö 

so  ergiebt  die  Auflösung: 

j,_     ,2__     2/eit:+ 1  —  Ä;»  ±  (1  +  Jl-^)  COS  fj 

"   "  **       ^         2W*(U'4-1)(A— it) 
Da 

2  {/i(l --^-^)  -  2ib«} ^+4A;(AA;  + 1)  (^  —  ^') cos^^ 

so  ist  7j  stets  reell;  folglich  sind  von  den  4  Wurzeln  a  entweder  2 
positiv  und  2  negativ  oder  1  positiv  und  1  negativ  reell  oder  keine 
reell.  In  den  ersten  beiden  Fällen  haben  (p  und  A  Terme,  welche 
beständig  wachsen,  im  letzten  sind  alle  Terme  periodisch,  so  dass  <p 
und  A,  wenn  sie  anfänglich  unendlich  klein  waren ,  es  beständig  blei- 
ben. Der  letzte  Fall  ist  es  also,  in  welchem  die  verticale  Lage  sta- 
bil ist 

Demnach  lautet  für  gegebenes  ö  die  Bedingung  der  Stabilität: 

,^^     2(A-Ä:)fe+(l+feg)(l~cosiy) 
**    ^^  2bh(hk+l){h—k) 

Da  aber  6  willkürlich  ist,  so  findet  die  Stabilität  erst  statt,  wenn  die 
Bedingung  für  alle  i^,  das  ist  ftlr  rj  »  0,  entsprechend  sind  =  0  er- 
füllt ist,  wo  sie  lautet: 

.'«^ iL— 

Nach  §.  2.  war  die  Bedingung  permanenter  Rotation  um  die  Verti- 
cale für  9>  >>  0  bei  divergirendem  Stabe 
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)W) 


^'2> 


gk 


bh(hk+l) 


(33) 


bei  convergircudcm  Stabe 


ü 


hh(h  —  h)' 


a 


(34) 


Daher  beginnt  bei  divcrgirendem  Stabe  die  Alögliclikoit  ponnauentor 
Rotation  genaa  da,  wo  die  Stabilität  der  verticalen  Lage  autliört.  Bei 
convergirendein  Stabe  hingegen  bleibt  das  Intervall 


ii 


hh 


('+9 


<f*'^ 


J 
hh{h—h) 


übrig,  wo  weder  die  vcrticale  Lage  stabil  ist,  noch  eine  i)ermanente 
Kotation  stattfinden  kann.  Es  ist  also  nnr  denkbar,  dass  wenn  der 
Stab  bei  vermehrter  Rotation  über  die  Grenze  (33)  hinaus  aus  der 
verticalen  Lage  in  eine  convergente  tibergeht,  dies  durch  Verniittelung 
einer  windschiefen  Lage,  wo  6  nicht  null  ist,  geschieht. 

Die  Anfangswerte  von  g?,  6  scheinen  hiernach  dem  Zufall  über- 
lassen. Dass,  wie  es,  wenigstens  für  a^^b.  der  Erfahrung  gemäss 
ist,  der  hinreichend  schnell  rotirende  verticalc  Stab  nie  in  die  diver- 
n-ente  Lage  ausweicht,  sondern  nach  äusserst  kurzer  Zeit  in  conver- 
i'eutcr  I#agc,  anscheinend  permanent,  rotirt,  wird  durch  die  vorsto- 
hciide,  bloss  statische  Untersuchung  nicht  erklärt  und  lässt  sich  otfcnbar 
auf  statiscbem  Wege  nicht  erklären. 


r-.*  -  T^  ■     i-*«ö|>si^-W?5lL*K"4^Hf  4^;.MFi  ?■: 


-,■»   w 
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A  A> 


Die  geschlossene  Form  der  periodischen 

Kettenbrüche. 

Von 

Herrn  K.  E.  Hoffmann, 

Gymnasiallehrer  in   Zweibrücken. 


Im  55ten  TeU  (Abhandl.  XXXIII.)  dieser  Zeitschrift  hat  Herr 
Günther  die  Darstellung  eines  zweigliederig  periodischen  Kettenbruches 
in  geschlossener  Form  dadurch  gegeben,  dass  er  denselben  auf  einen 
einfach  periodischen  reducirte,  dessen  geschlossene  Form  bereits  be- 
kannt war. 

Im  Folgenden  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  sich  jeder  periodische 
Kettenbruch  auf  einen  einfach  periodischen  zurückftlhren  und  folglich 
in  geschlossener  Form  angeben  lässt 

Ehe  wir  an  die  Lösung  dieser  Aufgabe  gehen,  wollen  wir  noch 
einige  der  wichtigsten  Eigenschaften  der  sogenannten  Kettcnbmch- 
dctcrminante  angeben.    Bezeichnet  mau  die  Determinante 


«1 

1 

1 

«J 

0 

— 1 

0 

1 


0 


— -1     «n 


mit  2>i,it,  wobei  also  die  Indices  von  D  den  ersten  und  letzten  Index 
der  Glieder  der  Diagonalreihe  angeben,  so  ist  bekanntlich  der  Kotten- 
bruch: 
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Durch  Eutwickelung  der  Detcnninantc  nach  Elementen  der  ersten  und 
letzten  Heibo  ergeben  sich  zunächst  die  Recursionsformeln : 

ferner  durch  Zerlegung  der  Determinante  in  Producte  von  partialen 
Determinanten  «ten  und  (n  — «)ten  Grades: 

3)  D\,H  =  />!,«/->«+ 1,»+  D\,»-\D»\y,u ; 

ferner  mittelst  wiederholter  Anwendung  der  1) 

4)  D2,nlh,n^\  —  n2,H-lDl,n  =  (—  1)"-', 

das  bekannte  Gesetz,  welchem  die  Zähler  und  Nenner  der  Näherungs- 
werte eines  Kettenbraches  genügen. 

Endlich  wollen  wir  noch  angeben,  welchen  Wert  Di,u  annimmt, 
wenn  sämmtliche  Elemente  der  Diagonalreihe  einander  gleich  (=  z) 
werden;  wir  setzen  in  diesem  Falle  die  Determinante  =  />«  und  er- 
halten aus  1) 

setzt  man  nun  Ai  =  a^",  so  folgt  nach  Division  mit  ic"-- 

und  daraus:  


X  = 


2 


bezeichnet  man  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  mit  a-,  und  j-^, 
wobei  die  Quadratwurzel  in  x^  das  positive  Zeichen  haben  soll,  so  ist 
dio  vollständige  Lösung: 

Die  Coustanten  c^  und  r^  bestimmen  sich  aus  den  Bedingungen 
Z>Q  =  1 ;  Dl  =^  s ;  man  tindet : 

folglich : 


■■.--:.— '.'.v.i^jTT-    r-..L'',^'«t'    J    ;'■    \-T- 
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13)  Zr  = -Q2,„r     und     Nr=-Dl,„r; 

Zerlogt  man  nun  Ih,ur  und  A,Mr  in  Productc  von  partialen  Deter- 
minanten nton  und  n{r — l)ten  Grades,  so  findet  man  nach  3) 

oder,  da  ^nfi  =  «i,  arnf  2  =  «g  etc.  folglich  A«+i,Mr  =  DiMr-h  *=  -^r-i 

und  At+2.iir  =  D2,n{r-l)  =  ^r-l    ist,  , 

-Zr  =  2>2.nAr-l  +  D2,n-\Zr-.l      UUd 
iVr  =  />l.MAV-l  +  Z>l,«-lZr-l. 

Auch  die  12)  lasst  sich  mittels  der  3)  oder  7)  und  8)  angehen,  indem 
man  recnrrirend  Zr  und  Nr  durch  vorausgehende  Z  und  A^  ausdrückt. 
Man  ündet  der  Keihe  nach: 

Nr  =  Dl,nNr-\-\-Ih,n-.\Zr^\ 

=  D\,n{Ih,nNr~2'^Dl,n-\Zr—2)-\-D\,n-\(D2,nNr--2'\-D2,u-\Zr—2) 
=  {Ih,n^  +  Dl,n^lD2,n)Nr--2  +  Ih,u^\{Dl,n  +  D2,n^\)Zr^2 

oder,  indem  man  D\,n-\Ih,n  aus  4)  berechnet  und  die  oben  dofinirto 
Determinante  Ar  einführt: 

und  in  derselben  Weise  weiter: 

und  allgemein: 

wie  sich  durch  eine  vollständige  Induction  leicht  nachweisen  lässt; 
schliesslich  erhält  man  (für  «  =  r — 2)  unter  Berücksichtigung  der 
Werte  JVj  =  D\,n  und  Z,  =  D2,n 

Nr  =  (Z>l,H^r-2+(— l)"-Ur-3)Z>l,H  +  />2,H/>l.,.-l^.-2 

—  (2?1,„  Jr-2+  (— l)'»-^^r-3)Z>l.H+l?2.M-l  A.,i/J»-2+  (— l)»'-Ur-2 

14)  i\^r  =  I>l.H^r-l  +  (—  1)'-Ur_2. 

Genau  in  derselben  Weise  entwickelt  man: 

Zr  =  JD2,«^iVr-,-l  +  (Z>2,»-lJ«  +  (— l)»'-'^lr-3)^i-t-l 

und  für  «  =  r— 2 

Zr  =  2>2,HZ>I.fi4r-2+(Z>2,H-Ur-2  +  (— 1)"""'^»--8)^.H 


;  -Ci 
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15) 
Folglich 


Zf  «  jD2,M.-4r-l. 


i^,Mi4r-l 


O2.,, 


woraus  sich  dann  wie  oben  die  12)  ergibt 

Bezeichuot  man  nnn  wieder  wie  oben   die  beiden  Wurzeln  der 
Gleichang  a:*=(i>i,n+l>2,i.-i)a;-K— 1)""^  resp. mit a-j  und x«,  sodass 


Zr 


Diu 


a-/-l  — ara»--» 


ist,  so  hat  man 


/?l.«+(-l)»-'.-Vr_7T- 


'1/ 


'1    — 


wobei  -^  ein  echter  Bruch  ist;  für  r  =go  wird  dann  lim  l--)   =■■  0; 
folglich  rcdacirt  sich  obiger  Bruch  auf  ~i  so  dass 

\:d)r^^  ^  z — ;  (-^ir-^  ^"^^^^  ^^  ''^'-  ^  -(-1)'*-^  ist, 


A,H  + 


£h,H 


Ih,H 


^   2>1.H  — r,                           f  />l.n+Z>2,H  - 1 )  —ViDl .n+/>2.„- 1  )^-f  (— 1 V^-' .4 
2D2.n . 

oder,   indem  man  den  Nenner  rational  macht  und  dabei  4)  berück- 
sichtigt : 


2Dl.n-l 


woraus  ersichtlich,  dass  der  unendliche  periodische  Kettenbruch  eine 
Wurzel  der  quadratischen  Gleichung: 


Di.H-ix»  +  (/)i.n  — />2.M-l)a:  — Z>2,H  =  0 


darstellt 
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XXI. 


Sechs  Punkte  eine«  Kegelschnittes. 

Von 

Herrn  Angust  Schoitz, 

Professor  in  Buda-Pcst. 


1.  Sechs  Punkte :  123450,  deren  homogene  Coonlinaten 
anifiziii  =  1,  2,  3,  4,  5,  6)  sind,  liegen  auf  demselben  Kegelschnitte, 
wenn  die  Determinante 


I  iTi 


a*.! 


:t 


Xa 


X- 


«•«■ 


^4* 


y 


a 


"      Ar 


y« 


s 


-4^4 


I 


1) 


Terscliwindet.  Diese  sechs  Punkte  bilden  ein  Sechseck,  in  welchem 
nach  dem  Pascal'schen  Satze  die  drei  Paare  gegenüberliegender  Seiten 
sieb  in  drei  Punkten  schneiden,  welche  in  gerader  Linie  liegen.  Es 
Ist  bekannt,  dass  man  aus  den  sechs  Punkten  sechzig  verschiedene 
Secbccke  bilden  kann  und  für  jedes  gilt  der  genannte  Satz.  Irgend 
eines  dieser  Sechecke  möge  iklmnp  und  die  drei  Paare  seiner  gegen- 
OberJiegenden  Seiten  ik  und  muy  Im  und  7>/,  np  und  kl  sein.  Die 
homogenen  Coordinaten  dieser  Geraden  bezeichnen  wir  mit  ^/it»/iji&A; 

imn^f^mnimn  U.   8.  W.,    WObei    ^ik  =  pi^k — yt^i,     1? A=  5/Jrilr  —  :rAX, ,     i,k  = 

9'i^k  — ^Ay*9  u-  8.  w.  Die  Durchschnittspunkte  der  gegenüberliegenden 
Seiten  baben  die  Coordiimfen 
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und 


bildet  uud  davon  das  Prodiict  von 


und 


subtrahirt  und  sich  erinnert,  dass 


^rv' 


=  2/-;-'/'  —  y-r-y-    'nn'  =  -i^s ' ~ ^r-*':^.     i-n'  =  ^■-;//; ' "  ■  ''y'H/ 


Ist  in  der  Gleichung  7)  z.  1».  «  =  y',  so  haben  wir 

I    ka;i  Vfa^i  ^uß 

(aßy){a'ß'ct)  ==     ^a'p'      n't',i'     ?«'.^' 

"?•;«  ''/y«         bV« 


H) 


Ist  dagegen  in  derselben  Gleichung  7)  z.  15.  ß  --  :i\  so  ist  jli(^  Deter- 
niiuauto  rechter  Ilaud  in  das  Product  zweier  Determinanten  zerleg- 
bar.     Nilnilich: 

j     Sa.?  ria^         taß      ;  ^'.^  • -«.^         V'^^i         ?'^,^      j 

Iw       V77'      fy/' 


•'■,i 


'  ^'(i-^yy'      Vyy      fy/' 
(ßyy)     Vyy'      ?y/' 


1 


0 
0 


In  der  zweiton  Determinante  werden  zu  den  Elementen  der  ersten 
Colonue  die  mit  ^^5?  bezüglich  zi^  multiplicirtt'n  Elemente  der  zweiten 
und  dritten  Colonne  addirt  und  berücksichtigt,  dass 

^aß  .  -^ß  +  1Ju;i  .  !/;i  "h  ^aß  .  Zß  HU  0 


Da  nuu 


l]a\i       Wß    .  '     ^^        ^ 


10 


erhalten  wir  den  Satz: 

3)  Mit  Hülfe  der  Gleichungen  G),  8)  und  9)  lässt  sich  der  Satz 
3)  auf  folgende  Art  beweisen.    Es  ist 


TtULZIL 


21 
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{*/      >/•//     ?l/ 

(/.vV)  (/«/^/)  =      f,A         >//i         f,/.        . 

*•  b  •• 

t'i*       '^/.»       b/i<  ~i//       ^l,-i 

(ii*l^t){inl)^      'ii,.,     ttl„t      th.i  •      (//)//)(/)///)=     i/,.,      >^/,. 

^/»i       ^//'/         b/"  "^Z""       ^/>'        b/" 

f«'      »;//     f,/    ! 

{lntl)(pil)  ---.    ^ii,„       7]h.,        J//,/      . 

s-yj'         '////        byi» 

Snbstituirt  man  diese  Dotenninanteii  in  die  auf  der  reiliteii  Soiti'  der 
Gleichung  11)  stehende  Determinante,  su  erkennt  man  diese  let/tert* 
als  das   I*rodiict  von 

a^*'i"         '^Ki       i#i/     in       T^ik^utit       ijhtn£ik     b,As«iif  —  ^hh'^iI:     ■?//.'///»*' — *jii/f'/iA    • 
torf/  '|//         Qif  tjlm^jit       'tjfii^/iii       b'ff'Ti"  —  b/"!^'"'      ^hii^ip.  —  ^pitJfS 

von  deuen  die  erste  0'fn)K  die  /weite  J,i..',h„p  gleicli  ist.  Dtnnnaeli 
folgt   aus  11) 

f  .iS'     ^  -^likl  1,1,111  '5) 

Nach  dem  Oliigen  bedeutet  f  die  juisitive  oder  negative  Einheit, 
jouaclidem  die  Auzald  der  Inversionen  in  ilnmpk  gerade  och'r  unge- 
rade ist.  Um  den  Wert  von  t  von  (h^r  in  der  (rleichung  .■))  ausge- 
drückteu  Permutation  abhängig  zu  machen,  haben  wir  nur  hinzuwei- 
sen, dass  die  Permutationen  llhnnp  und  tlumpl-  verscliiedenen 
Classcn  augehören.  Wir  dürfen  dalier  f  in  der  schon  ausgesproilienen 
"NVeisc  bestimmen,  dass  £  ^--  -|-1  oder  =-^  --1  ij>t,  jenachdem  die  Zahl 
der   Inversionen  in  ill/unp  ungerade  oder  gerade  ist. 

•1.  Nun  werden  wir  nachweisi*n,  (h\ss  die  Minoren  der  lleeiia'o- 
cal- Determinante  der  auf  der  rechten  Seite  der  Ghnchung  10)  stellen- 
den Determinante  von  den  Functionen,  deren  Verschwinden  die  Pro- 
jeotivität  der  Strahlenbüschel  ausdrückt,  welche  entstehen,  wenn 
irgend  zwei  Punkte  des  Kegelschnittes  mit  denselben  vier  Punkten 
desselben  vei4junden  werden,  um*  durch  gewisse  Factoren  sich  unter- 
scheiden. Es  sei  ^  die  Determinante  rechter  Seite  von  10),  ihre 
Elemente 

{mHf)(ntil)  =  f/i,  {pit*)(pil)  "-^  l'u  {hni)(hil)  ^^  Cj, 
{mil) (min)  ==  a^^  (p'l)  (2*^'0  =  ^'s?  (^'0  (^''")  ^^"^  '^'a? 
{mln)(mit.i')  =  «;,,     (2dn){phi)  =  ^j.,     {kln){kni)  — =  ^';j, 
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ihre  Minoren 


^2^3  —  h^i  =  ^It      ^2«3  —  <^3«2  =  ß\  ->       "ih  "~  «3^2 


ajt-^ 


Äi(?2— Vi  =  ^3»     Ci«2— e^fl,  =  ^3,     a^lhy 

und  ^  ihre  Reciprocal-Determinante,  dann  ist 

8^ 


yi 

=  >'3 


3/i 


=  Cj.(e77i)^./>i*. 


Nach  der  Gleichung  9)  ist  nämlich 

{2^ln)(kil)  -'{pn)(kln)    «  (ün)  (k^pl) 

(puf)  (kln)  —  (pln)  (Imi)  =  (iln)  {kpn) 

{hin)  (mil)  —  (kil)  (min)  =  (tln)  {mhl) 

{knt)  {min) —  {hin)  {mnl)  =  {ün)  (mkii). 
Daher  wird 

Ofg  =  {ün){knt){kpl){pn{) 

ß^  =*  (ün)  (kni)  {mkl)  {mni) 

«3  =  (ün)  {kil)  (kpn)  (pil) 

ßä  =**  ('''0  (^■^^)  {^i^kn)  {mil)y 

~  ^2^3 — ^zßi  =^  (//n)*.(A;7iO(/i,77).[(A7)y(/)n«)(M/j»)(''**^) 

—  {mkl)  (mni)  {kpn)  (pil)']^ 


und 
oder 


g--  =  c^^{iln)^.Dik. 


Nun  ist  bekannt,  dass 


mithin 


8V 

ayi 


^J^7 


Aus  dieser  Gleichung  und  10)  folgt 

Die  Gleichung  3)  zeigt  zugleich,  dass  die  Gebilde  S^  /Hwmnp  und 
Dik  invariante  Functionen  der  sechs  Reihen  von  Grössen  xiyni{i  =« 
12345G)  sind. 
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XXII. 


Aufgabe  über  Constniction  oinos  Kogolschnitts. 


Von 

Herrn  Gustav  Mamke 

in  Leipzig. 


In  dem  Folgenden  habe  ich  vorsucht,  eine  geometrische  Auftrabe, 
welche  sich  zwar  in  mehreren  Werken*)  angeführt  ündut,  doch  dort 
keine  weitere  Ausarbeitung  erfahren  hat,  in  etwas  eingelienderer  Wvise 
elementar  synthetischer  zu  behandeln  und  einige  hieraus  folgende  Lehr- 
säty.e   über  Kegelschnitte  aufzustellen. 

A.  Aufgabe:  Einen  Kegelschnitt  zu  zeichneu,  welcher  drei  gege- 
bene Geraden  beiührt  und  einen  gegebenen  Punkt  zum  Brennpunkt  hat. 

B.  Wie  ändert  sich  der  ('harakter  des  Kegelsclmitts,  wenn  eine 
der  gegebenen  Tangenten  um  einen  festen  Punkt  gedreht  wird? 

C.  Wie  bewegt  sich  bei  dieser  Drehung  das  Centriim  des  Kegel- 
schnitts ? 

A.  Auflösung:  Man  fälle  von  dem  gegebenou  Punkte  (F)  aus 
Senkrechte  auf  die  Taugenten  und  ziehe  durch  die  drei  Fussi>unkte 
derselben  einen  Kreis.  Dieser  Kreis  ist  dann  der  Ceutralkrcis  des 
KegclBchnitts,  d.  h.  der  dem  Kegelschnitte  concentrischo  Kn'is,  welcher 
ihn  in  den  Scheiteln  berührt.  Das  Centrnm  dessel])eii  ist  also  zu- 
gleich   Mittelpunkt  des  Kegelschnitts.     Der  2.  Drenupunkt  liegt  auf 


»)  Bcsiint:  Conic  Scctiuns  \m\;.  2r)!S.  N   ;J8.  (für  die  Ellij)sc). 
Steiner  (Gcispr.):  png.  G3.  und  j»n{».  15G. 


>.     Wi 


326  Mamke:  Au/t/abe  über  Cotisiruction  eines  Kegehchnitts, 

der  Verbindungslinie  des  ersten  Brennpunktes  mit  dem  Centrum,  in 
demselben  Abstände  von  letzterm,  als  der  erste.  Der  Durchmesser 
des  Ceutralkreises  ist  die  grosse  Axo  des  Kegelschnitts. 

B.  Die  Art  des  Kegelschnitts  ^ird  durch  die  Lage  des  gegebe- 
nen Punktes  zum  Centralkreis  bedingt ,  und  zwar  ist  derselbe  eine 
Ellipse,  wenn  der  gegebene  Punkt  innerhalb  des  Ceutralkreises,  eine 
Hyperbel,  wenn  der  Punkt  ausserhalb  desselben  liegt,  und  eine  Pa- 
rabel, wenn  der  Kreis  zur  Geraden  wird.  Will  mau  daher  die  Aen- 
derung  der  Art  des  Kegelschnitts  bei  der  Drehung  der  einen  Tan- 
geute unt<>rsuchen,  so  braucht  mau  nur  die  Lage  des  Punktes  F  zum 
Centralkreisc  zu  betrachten. 

In  Fig.  1.  seien  AB^  BC  und  AC  die  gegebenen  Tangenten  und 
F  der  gegebene  Punkt.  Man  falle  also  vou  F  aus  auf  die  Tangenten 
Senkrechte;  die  Fusspunkte  dieser  seien  r/,  V  und  W.  Wird  nun 
die  Tangente  BC  um  den  Punkt  D  gedreht,  so  ändert  hierbei  auch 
V  seine  Lage,  und  da  Wkl.  D  VF  =  R  ist,  so  bewegt  sich  V  auf  der 
Peripherie  des  Kreises  um  DF\  die  beiden  andern  Fusspunkte  U  und 
W  bleiben  fest  liegen.  Verbindet  man  D  mit  A,  dem  Schnittpunkto 
der  beiden  festen  Tangenten,  und  schneidet  AD  den  Kreis  um  DF 
noch  in  (7,  so  ist  UFWGA  ein  Sehnenfünfeck  mit  AF  als  Durch- 
messer; ausserdem  ziehe  man  noch  Ij\\\  so  dass  es  den  Kreis  um 
DF  in  E  und  //  schneidet 

Die  Tangente  DB  beginne  ihre  Drehung  als  Durchmesser  des 
Kreises  um  DF  und  zwar  so,  dass  sich  V  in  der  Richtung  des  ausser- 
halb des  Kreises  um  AF  befindlichen  Bogens  FG  bewegt.  In  der 
Anfangslage  liegt  V  in  /•',  folglich  geht  der  Kreis  um  UVW  durch  F, 
was  bei  keinem  Kegelschnitte  der  Fall  sein  kann.  Bewegt  sich 
nun  V  auf  dem  Bogen  FK^  so  bleibt  es  mit  F  noch  auf  derselben 
Seite  von  VW^  da  V  aber  aus  dem  Kreise  um  AF  heraustritt,  so 
wird  jetzt  Wkl.  UVW  <i  UFW,  Wird  also  um  C/rn^der  Kreis  ge- 
zogen, so  schliesst  dieser  den  Punkt  F  ein.  Der  Kegelschuitt  ist 
also,  so  lange  V  auf  dem  Bogen  FE  liegt^  eine  Ellipse.  Kommt  V 
nach  A',  so  wird  Wkl.  VVW^O^  oder  VWV  =^  2B.  Das  Centrum 
des  Kreises  um  UWV  liegt  aber  dann  im  Unendlichen.  Der  Kegel- 
schnitt ist  in  diesem  Falle  eine  Parabel  mit  F  als  Brennpunkt  und 
IjWV  als  Scheiteltangcnte. 

Durchläuft  nun  V  den  Bogen  KG\  so  tritt  es  auf  die  andere 
Seite  von  r/lK,  bleibt  aber  jetzt  immer  noch  ausserhalb  des  Kreises 
um  AF,  d.  h.  Wkl.  UVW  ist  jetzt  <  UAW,  mithin  auch  Wkl. 
UVW+UFW<:2R,  Wenn  man  also  um  UVW  den  Kreis  be- 
sehreibt, so  bleibt  F  ausserhalb  desselben.  Der  Kegelschnitt  ist  aber 
dann  eine  Hyperbel. 
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In  dem  folgenden  Falle  seien  die  beiden  festen  Punkte  U  und  W 
innerhalb  des  Kreises  um  DF  gclogou  (Fig.  5.). 

Schneidet  VW  den  Kreis  wieder  iu  E  und  //,  so  liegt  die  Mittcl- 
Bcukrcchte  zu  U\V  in  diesem  Falle  zwischen  den  parallelen  Mittel- 
senkrechten  zu  WH  und  WE  oder  UH  und  UE.  Letztere  sind  aber 
Tangenten  zweier  Ellipsen,  welche  das  Ceutrum  des  Kreises  als  ge- 
meinsamen und  U  oder  W  als  je  zweiten  Brennpunkt  und  den  Ra- 
dius (iDF)  zur  grossen  Axe  haben.  Die  Mittelsenkrechto  zu  UW 
schneidet  also  die  Ellipsen.  Das  ('entruni  durclüäuft  wieder  diese 
Mittelsenkrechte  zweimal,  mit  Ausnabme  der  Ellipsensehne. 

Der  oben  für  Hyperbeln  aufgestellte  Satz  gilt  also  auch  für  zwei 
Ellipsen,  welche  jene  Bedingungen  erfüllen. 

Tritt  endlich  der  Fall  ein,  dass  sich  einer  der  Fusspunktc  ü  und 
W  innerhalb,  der  andere  ausserhalb  des  Kreises  um  DF  befindet,  so 
liegt  dann  die  Mittelscnkrechte  zu  inv  ausserhalb  zweier  paralleler 
Ellipsen  und  iimerhalb  zweier  paralleler  Hyperbeltangenten,  sie  kann 
also  weder  die  Ellipse  noch  die  Hyperbel  schneiden.  Das  Centrum 
darohlfiuft  also  dauu  die  ganze  Mittelscnkrechte  zu  UW  zweimal. 


Mäcellt». 

,'_iÖ5!_iJ 

-ii^, 

-^+ii:,+;^i"+-:^! 

Setzt  naii 

,  „  o',  10  ist  jr,  -  .  und 

>1M 

1 =''"=. '■ 

Ans  der  v 

orsteliendcii  Gleichung  ergiebt  sieb: 

5=«'?<-»'5 

id>o 

(a=T<"-''(?). 

Himm»: 

(a=- 

(a- 

csi=- 

(a=- 

(5),=»^ 

(a=-- 

(?4  =  4I4*  etc. 

Kid 

,  den  9.  Dccbr.  1877. 

Ligowski. 


Curttf.:  Inedita   Coppcrnicana.  f^73 

7.  (07,).     1532.  beobacbtot  Coppcriiicus  das  Apogfluiii  der  Vuuus.   ir)32 
(R.  C.  S.  20). 

H.  (00,).     1533.  Juli  und  August  beobachtet  Coppcruicus  don  1533 
grossen  Cometen  des  genannten  Jahres.     (1.  C.  S.  344—315). 

0.  (OOi;).  1533.  etwa.  Copperuicus  schreibt  seinen  C'oninieu- 
tariolus  de  liypothesibus  motuum  cielestium  a  se  cousti- 
tutis.     (I.  C.  S.  117—118). 

10.  (116,).     1537.  y.  September.    Astrunomische  Heobachtung  1537 
zu  Fraueuburg.     (I.  C.  S.  33^). 

11.  (117|).  1537.  10.  Oc  tob  er.  Astronomische  Ik'obachtuugeu 
zu  Frauenburg.     (I.  C.  S.  33Ö). 

12.  (117j,).  1537.  12.  October.  Astronomische  Beobaditungen 
zu  Frauenburg,    (I.  C.  S.  33S). 

13.  (117^).  1537.  U>.  October.  Astronomische  Heobachtuug 
zu  Frauenburg,     (I.  ('.  S.  3:W). 

M.  (117^).  1537.  31.  October.  Astronomische  lieobachtung 
zu  Frauenburg.    (1.  ('.  S.  338). 

15.  (117^).  1537.  :».  November.  Astronomische  Be<»buchtung 
zu  Frauenburg.    (I.  ('.  S.  3:W). 

ll>.  (117J.  1537.  7.  November.  Astronomische  Beobachtung 
zu  Frauenburg.    (I.  ('.  S.  338). 

17.  (118,).  1537.  12.  Nowmber.  Astronomische  Beobachtung 
zu  Frauonhurg.     (I.  i\  S.  33S). 

IX.  (ll^^s).  1537.  13.  November.  Astronomisciie  Beoliachtung 
zu  Frauenburg.    (I.  (\  S.  338). 

10.  (llKj).  1537.  15.  November.  Astnmomische  B«H)bachtung 
zu  Frauenburg.    (I.  f.  S.  330). 

Fs  sind  also  10  neue  Daten  für  die  (icschichte  des  C'<iiipcrnicus 
;;(»gtd»cn  worden.  Dii*  Beobachtungen  aus  1537  fallen  in  i-ine  für 
('oppcrnicus  wichtige  Zeit,  in  die  uündich,  \\n  es  sich  um  die  Wahl 
des  Dantiscus  zum  Bischöfe  von  Krndand  handelte,  und  Coppernicus 
^elb*il  auf  der  Wahlliste  stand. 
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9x  27t  2n 

2Jt  2ji 


%n  2n  2n 

»  /  8in'4ico8^d»,    Bi^  f  sinhlfcostodto^    ^i  =  /  sin^^smoodoi 


cos  ^  Binoi  Ä— cflo — #  sin  ^cos^  cos  09  9  00 

^2  =  —  /  sin^  sinoicosco^-  do —  /  sin*V;cosi/;co8*(ö8w 
0  b 

2;r  271 

C,  ««  —  /  sin ^ sin*»  q-  3«  —  /  sin^V  cos ^  siß»  cosw  8ö) 


(3) 


2«  27r 


-«^s  "=■      /  cos^^cosoDg— 3m — /  sinV^cos^fJ/sincoSoo 


0  0 

2;r  2;r 


JB,  -»      /  sin  ^ cos*«  n—  3w —  /  sin*^  cos  ^  sine»  cos«  3« 

2n  2n 

Q  »       /  sin^  sin«  cos«  g—  8«  —  /  sin*t|;  cos  i/;  sin^«  d« 

Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  bestehen  zwischen  diesen  nenn 
Grössen  folgende  vier  Relationen: 

A^  =  C, 

B^  =  -^8 

C,  =  /?8  (4) 

So  hat  man  z.  6. 


27t  27t 


»        .1         /*•    .  Q     I    /*•       SsinV'j, 

j^i  —  ilj  =*  /  sin^cos«9«+  #  sm«  -ö — o« 


2;r  27t  27t 


=*  /  sini(;cos«d«-4-sin»'Siii4'   —  /  sint/;cos«8«  =«  0 

da  tp  und  «  nach  einem  vollständigen  Umlauf  wieder  denselben  Wert 
annehmen. 

Mit  Hilfe  der  Formeln  (2)  und  (4)  findet  man  endlich  die  Rcsul- 
tirende  R  durch  die  Gleichung: 


von  demselben  elektromagnetischen  Potential, 


:«7 


wenn  p  den  Halbmesser  des  dem  sphärischen  Dreiecke  umschriebeucu 
Kreisea  bedeutet,  und  zugleich  A-\'li'\-C  '^'2S  gesetzt  wird: 

CO  tg  p .  rfi;  =  sin  (*S  -  -  A)ila + sin  (Ä—  B)iW + sin  (*S  —  C)dc. 

Der  Scheitel  der  Pyramide  habe  nun  die  Coordinaten  x^  .y,  z 
und  die  Endpupkte  der  Kantenlängen  (r^,  r^^  r.,)  ebenso  die  Coordi- 
naten «1^]«!,  's^2^s  •••  ^3  u°^  ^^^  Kichtungscosinusso  nyv^»i'^^  n^r^ir^  ... 
«^,  80  dass  also 

y\—y 


X, X 

Ml  =  »     r, 


>      w 


I«       ..  •. 


-1 


X^ — X 
Mg    =  — .       V^ 


1h— y 


,       tr^  =■--. 


^2 


"S 


ist.     Dann  sind  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  bestimmt  durch: 

cos  a  «  MjjUj  +  '-s'^a  +  ^''a''':» 
COSi  ==  M3U1 -|- j'^f^ -f- "  Vi 

cos  6*  =  «iW2~|-»'l<'2~l~"'l"'a 


und  zugleich  ist: 


ila       u 


"'  4-  "••  _  cos 
»"s       »'s 


sini ■     =    •*+   ■— cos//|  •*+    M 

siuc  ,    =       +      —  cos  tM  -  +  -  1 
fix        r*    '    rj  \r,        rg/ 

Mit  diesen  Formeln  würde  man  die  eine  Compononte  A'--  ^^-^  huden 

uBd  daraus  die  beiden  anderen  Y  und  Z  erhalten ,  indem  mau  statt 
der  u  die  Buchstaben  r,  respective  w  nehme.  Der  Kürze  halber  setzen 
wir  nun 


sin(Ä— ^1)        ^,     Hiii(S—B) 


siu(*S— r.') 


sin  ff 
and  haben  dann: 


-  .  - , —    -    r  und     — r 
sm  /j  sin  c 


\y 


C0tg9.-y=       l-'U^(VC0Sh  +  WC0Sr)  +  n^]y+u.i\'] 


H [«1  ^  "h  "^  ^ —  **3(  ^'^COS  ^1  4"  '  cos  h)  ] 

♦'s 


25* 


von  ffemtelben  thktromagnftischen  Potential. 


381) 


somit,  ^e  verlangt, 
nnd  ebenso: 


A,  +  B,+C,  =  0 


•Bs  ="   Ci  =  tgp[— 0vri+tvr,j)rcOS/>~(rjjfr2  4-rii/',)TrcOSC 

Es  fiudcn  somit  auch  zwisclicn  diesen  neun  Coefficientcu  die  oben  er- 
wähnten vier  GlcichuDgcn  statt. 


Czemowitz  im  Octobor  1877. 
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lud  es  reicht  hin  jr,  y,  s  zu  bestimmen,  was  durch  die  Gleichungen 
geschieht : 

wo  m  =  mj+w*2  gesetzt  ist. 

Sofern  die  Componenten  der  wirkenden  Kraft  proportional  a-,  y,  z 
sind,  geht  die  Bewegung  in  einer  Ebene  von  unveränderlicher  Stel- 
lung, in  welcher  der  momentane  Schwerpunkt  liegt,  vor  sich.  Nimmt 
man  diese  zur  Ebene  der  a-y,  so  wird  5  =  0,  und  die  letzte  der  3 
Oleichongen  föllt  weg. 

Bezeichnet  u  den  relativen  Radiusvector,  so  wird 

w,  m 

L  =  u-\ /«  =  —  u 

und  man  hat: 

ff  ^  n  .'/ 

woraus  durch  Elimination  von  q  und  Integration: 

■xy' — yx'  ■-^--  const. 

eine  Gleichung  die  offenbar  auch  für  q  =  0  besteht.  Nimmt  man  den 
Anfang  der  Bewegung  bei  Jj'<C  ^  und  bezeichnet  die  Anfaugswcrtc 
der  einzelnen  Variabelu  durch  den  Index  0,  so  wird  für  die  ganze 
Dauer  der  Bewegung 

ary'—yx'  =-  a-Q^^'o  —  y^x'^  (1) 

Ebenso  gilt  durchweg  die  Gleichung  der  relativen  lebendigen  Kraft 

gleichviel  ob  q  wiederholt  null  wird,  da  es  stets  dieselbe  Function 
von  u  bleibt. 

Bis  zum  erstenmal  L^  ==  L  wird,  ist 

daher 

X  =  Xo+XqI',    y^yo  +  y^t      '  (4) 

Nimmt  man  die  y  in  der  Anfangsrichtung,  die  x  positiv  nach  der 
Anfangsbahn  hin,  so  ist 

a:'«  =  ü 

nnd  alle  notwendigen  Data  reduciren  sich  auf 
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,  ,  A  sin  a 

and  mit  Weglassung  des  Terms  2.  Ordnung: 

^       AcoB«^  Asina       ^  ^^^^ 

£  =  ^^^;    i?  =  -y-^cos^  (24) 

Tn  B  und  -B*  verschwindet  t/,  das  ist  bzhw.  für  -^  =  —  R  und  R ; 
daher  ist  die  Länge  der  Basis  BB' 

^.  .  2RAeosa 

2/sinQ)  -= 77^- 

y  F 

In  E  verschwindet  £  und  ^,  und  ri  geht  aber  in 

n  =  ^^y  (25, 

Die  Neigung  der  Tangente  gegen  die  Basis  ist  v^—v  und  zwar 

— tg  (v  —  V,)  «  gj'  -=  —  tg  a  sin  »  (2G) 


das  ist  in  B  und  B' 

IV,  —  cf  in  -B 
-tg(v-v,)  =  ±  tg«;     V  =  j  ^^^^  j^  ^ 


Dies  differirt  vom  genauen  Werti^  v  =  v, +(«+©)  um  die  Kleine 
1.  Ordnung  o>,  eine  Abweichung  die  durch  die  Division  d7/:8£  aus 
einer  Kleinen  2.  Ordnung  hervorgegangen  ist. 

Die  Rectification  der  Curve  gibt: 

tf=   y  l/äF*  +  8V  =  y  >  y  S^  Vi  —  sin^acos^^ 

0 

das  ist  der  Quadrant  einer  Ellipse,  deren  Halbaxen 

A        A  cos  a 


sind.    Deren  Excentricität  ist  gleich  der  Sagitte  CE,  ihre  kleine  Halb- 
axo  der  Durchmesser  eines  Kreises,  dessen  Länge  gleich  der  Basis  BB\ 

dv 
Die  Krümmung  der  Curve  ist  ^.    Da  nun  aus  (26)  hervorgeht 
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Nach  Elimination  Ton  v'  orhält  man: 

«'»  =  „V+(?^-JJ!)*(„»_„„»)-i^(«-'«o)(«+«o-2/)        (30) 
Sei  2-{-e  das  Minimnm  von  h\  dann  wird 

oder,  bis  auf  1.  Potenz  von  e  entwickelt 
Soll  also  <^0  sein,  so  ist  Bedingung: 


(*fj 


>      uo+i 


Ist  diese  nicht  erfüllt,  so  überschreitet  die  Bahn  den  Kreis  u  =  l 
nach  innen,  nnd  die  Bewegung  ist  die  anfönglich  betrachtete.  Die 
Bedingung  lässt  sich  bei  noch  so  kleinem  f'o  durch  ein  hinreichend 
kleines  uq — l  erfüllen;  ist  hingegen  F(uq — l)^  eine  massige  Grösse, 
BO  ist  v'q  sehr  gross,  und  zwar  v'o"^  klein  von  der  Ordnung  von 

«0  —  ^• 

Sei  /-f-a  das  Maximum,  l'\-ß  das  Minimum  von  ?/;  dann  giebt 
Gl.  (30),  indem  man  l-{-a  für  ?<o,  l-^ß  für  u  setzt: 

Nach  Einsetzung  dieses  Wertes  lässt  sie  sich  in  der  Form  darstellen: 

«    =  F(Z+«-t.)(u~Z-^)  |l  +  -~     [l  +  -(21+^^>uj  } 
Entwickelt  man  bis  zu  1.  Potenz  der  Kleinen  a,  /?,  so  erhält  man: 


Setzt  man 

2  2 

80  wird 


„  =  i+fi±i_^C09*  (31) 


Hain:   Untersuchungen  über  das  Dreieck. 
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Die  Form  dieser  Aasdrücke  bleibt  bestehen,  wenn  sich  .U,  Ac  auf 
der  andern  Seite  von  BC  befinden,  in  welchem  Falle  a  negativ  zu 
nehmen  ist. 

Werden  die  den   Seitennormalen  proportionalen  Ausdrücke   als 
trimetrischo  Coordinaten  gebraucht,  so  bekommen  wir: 


Ae  ^  a'sin  ß    (c  —  a')  sin  « 

__    ,2F  2F 

=  a   —■       {c  —  a)r- 


ü 


^  ab 
Ab  ^  ac 


a{c  —  «')  0 

0  a{b  —  a') 


Die  Yerbindungsgerade  zweier  Punkte  $a,  ^/  hat  die  Gleichung: 

Xa     In     |a 
Xe      |c      kc 

Sonach  ist 

Xa         a'b  a'c 

AbAc  ^     Xb    a(c — a*)  0  =0 

Xc  0  a(b  —  a') 

oder  wenn  wir  nur  die  Coefficicnten  der  xa  schreiben: 

AbAc  =  a{a'-b)(a''-c)     ab(a—b)     a'c(a'—c) 
Fflr  o'  —  a  wird: 

AbAc  ^  (a  —  b)(a  —  c)     b(a  —  b)     c(a  —  c) 

Zwei  Gerade: 

a^Xa-]-b^Xb-\-CiXc  =  0 

sind  parallel,  wenn: 

a^     b^      Cg  1  =  0 

ab       c    \ 

Die  Harmouikale  des  lukreisccutrums  dos  Axeudreiocks  (die  gerade 
Polare  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  die  dreiseitige  Curvo  ABC)  hat 
die  Gleichung: 

Xa'\-Xb-\'Xc  =  0 

Nun  ist: 

(a  —  b)(a  —  c)     b(a  —  b)     c(a  —  c) 

1  11  =0 

a  b  c 

Die  AbAc  sind  also  für  a*  ^  a  einauder  parallel  und  zwar  der  Har- 
monikalcn  des  Inkreiscentrums. 

(ArchiF  XXXXYI    Emsmanu,  £ut{crnuTi^«ot\Ai^\^0^. 


428  baia:    UHliriac*UH^n  lUitr  (Tai  IJreitcK. 

rado  ist  sich  selbst  coiijugirt.    Ebenso  muss  d, —ai  werden,  wpdq 
dio  Gerade  a,  durch  17  geht.    Es  ist  daDo: 

n,  —  (i(/<,(:o9j3-i-r,cosj'+n,cos(i  — OjCOSB  — a,cos|9eos)') 

Nun  ist: 

Hnicona  --=  0 

F 

COSrt  +  COS^COSJ-  = 


Sind  also  SlSStt  Uii'  Autiimiilitu  von  AliC,  so  sind  wegen  der  Con- 
grucnn  dieser  beiden  Dreiecke  /'  und  ^  C'üugrueuzpunkte.  So  ist 
z.  B.  der  Höhen  schnitt  des  Dreiecks  %SS  der  Punkt: 

co8«(/iC08(>iO3)'+(CO8ifC03jS)— ncosjS*cos)'"^ECOS«  — coslScosy^S 

Sind  S,  H  Scliwerfjunkt  und  llübensehuitt  des  Urdreiccks,  so  liegt  S 
bczflglich  UJI  harmoniscb  zu  S. 


Uobcr  einige  Syninietriekegclschnitte. 

l.  Trifft  eine  üeradü  die  Seit«  BC  des  Dreiecks  ABC  xa  -^„ 
und  PA, ,  wo  /*  ein  beliebiger  Puukt  in  der  Ebene  des  Dreiecks  ist^ 
die  Seiten  AC,  All  in  -^1*,  -Ir;  si>  liegen  die  Punkte  -l»  auf  einem 
Kegelschnitt. 

/'  sei  gegeben  durch  die  Cuordinaten:  ;'„,  pt,  p  ■  Die  Gerade 
.•1,öjC|  habe  die  Gleichung 


At  =  h^p„       «,'  (I 

wo 

Wir  nehmen  an.  die  Punkte  J»  liegen  auf  dem  Kegel Huhnitte 

Zwei  von  den  Punkten  Ah  liegen  auf  BC,  sie  sind: 
«a  =  0    e^pb      h' 


Hain:   Untersuchungen  über  das  Dreieck.  429 

Fflr  diese  Punkte  ist 

9UC^''-\'gccbfyc^-\-2gbcCibiPc  =0 

Hieraus  erhalten  wir: 
Sonach  ist 

Die  Gleichung  dos  Kegelschnittes,  auf  welchem  die  Ah  liegen,  ist  dem- 
nach: 

£ai(bipbii\pc)ph2>cra'^'-'^2^u[i(tiPu+biPb)(aiPa  f  ^i/Jc)  i  Äi^i2>6;v]ir&a'«=0 
Für  «i  «=  a  wird: 

g^M  =^  a{bpb'j-cpc)pb2h 
—  2gbc  =  2)a{((ipn  4"  ^ft)  OfP«  +  ^c)  +  ic/}6;;c] 

Die  Gerade  a^  ist  in  diesem  Falle  die  unendlich  entfernte  der  Drei- 
eckebene. Die  Ai  liegen  im  Unendlichen.  PA^  wird  der  JJC  parallel. 
Man  hat  den  Satz: 

Zieht  man  durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  zu 
den  Seiten  desselben  Parallele,  so  liegen  die  Schnittpunkte  derselben 
mit  den  Seiten  auf  einem  Kegelschnitt. 

2.  Es  treffe  eine  Gerade  die  Seite  BC  des  Dreiecks  ABC  in 
Ai.  r  sei  ein  beliebiger  Punkt  iu  der  Ebene  desselben.  In  Ai  werde 
zu  PA  eine  Parallele  gezogen,  welche  die  Seiten  AB^  AC  in  Ac,  Ab 
trifft    Die  Punkte  Ab  liegen  auf  einem  Kegelschnitt. 

Die  Gerade  A^B^Cj  habe  die  Gleichung: 

aiXa-\'biorb-{-CjXc  =  0 
Für  P^pa  ist 

AP^O    pc    — pb 

Der  unendlich  ferne  Punkt  von  AP  liegt  auf  der  Geraden 

ajTü  +  iiCft  +  circ  =  0 

and  hat  die  Form 

hpb-^r^Pc    — <^pb    — opc 

Verbinden  wir  diesen  Punkt  mit  A^,  so  erhalten  wir  die  Gerade 

aibipb-^-c^pe)     bi{bpb'\'Cpc)     Ci(bpb'{'Cpc) 
^  aai  bya'  c^a' 
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Zwei  der  Punkte  Ab  liegen  anf  der  BC^  sie  sind: 

In  ähnlicher  Weise  wie  in  den  früheren  Fällen  erhalten  wir  einen 
Kegelschnitt 

gaa  =  «1  Oj  aj  b^  C^' 
2ghc  =  a^OfiCib^c^'-^b^c^b^Ci). 


vn. 

Pnnkte  Steiner'scher  Verwandtschaft. 

P  und  Q  seien  beliehige  Punkte  in  der  Ebene  eines  Dreiecks 
ABC.  AP  treffe  BC  in  Pa.  Die  bezüglich  BC^  APa  harmonischen 
Oegenstralen  von  QPa  treffen  sich  in  einem  Punkt.    Es  sei 


Dann  ist 


Pr=:pa     pb     Pc 
Q^qa     qb     qc 


Zwei  Gerade 


Pa^O  Pb  pe 

QPa  ^  Pb  qc  — pcqb    peqa     —pb  qa 

a^iTa+^l^  +  ^^l^c  =  0 
a^Xa-^b^Xb-^CfXe  =  0 

werden  durch  das  Geradenpaar  xa^  +  ka^  harmonisch  geteilt.    Es  ist 

APa  ^0    pe    — pb 
BC^l      0       0 

Die  Coordinaten  der  QPa  sind: 

pbqe  —  peqh  =•  X. 0  +  ^.1 
peqa  ==  X.pe-j-X.O 
— phqa  =  *.  —  pi+X.O 

Diese  Gleichungen  geben 

X  =  2«,    l^  Pb  qc  — jpcg* 

Die  Coordinaten  des  harmonischen  Gogenstrales  von  QPa  sind  dem- 
nach: 

—  {phqc—peqb)    Peqa     — peqa 

Der  harmonische  Gegenstral  von  QPa  zu  APa^  BC  und  der  von  QPb 
m  BPb^  CA  haben  also  die  Formen 


Hain:   Untcrsuchungtn  übtr  das  Dreieck,  437 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  gibt: 

Die  konische  Polaro  des  Schwerpunktes  ist  zugleich  die  kleinste 
Ellipse,  welche  nach  Euler  dem  Dreieck  ABC  umschrieben  werden 
kann.    Sie  hat  den  Flächeninhalt: 

'^^  -  3V3 
(Archiv  XI). 

IX. 
Die  geraden  Polaren. 

1.    Die  Gleichung  der  geraden  Polare  eines  Punktes  4  in  Bezug 
auf  die  Curvo 

lantot: 

ilJ       ,dU  du 

31.'-  +  «6  '*  +  017'^  =  ^ 

wenn  in  U  für  die  x  die  £  substituirt  werden.  Diese  Gerade  heisst 
auch  Ilarmonikale,  wenn  U  eiue  Cur>*e  3.  Ordnung,  aus  3  Geraden 
bestehend,  darstellt 

P  ^  pa  sei  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  des  Fundameutal- 

dreiecks  ABC.    Die  Gleichungen  der  Geraden  des  Dreiseites  PBC 

sind: 

BC  =  X«  *  0 

Pa        pc 
pa         pi 

Sonach  ist 

\/»a        ph/  \Pa        ;k/ 

Die  Ilarmonikale  tou  £  in  Bezug  auf  das  Dreiseit  PBC  hat  die  Form 

dl'a  dUa  SVt» 

SSa      pb\p9       pc)      Pe\pH       Ph) 
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.1^1  =  0  Sc  —h 

AAi  treffen  sich  im  Paukte  f. 

3.  Die  Harmonikale  von  F  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC\ 
:he  die  Seiten  BC  in  IIa  trifft,  ist  zugleich  die  Hannuuikalc  von 
1  Bezug  auf  das  Dreiseit,  welches  die  A^t^  bilden. 

4.  Trifft  eine  Gerade  die  Seiten  BC  des  Dreiecks  ABC  in  A^ 
ist  ihre  Gleichung: 

st  die  Figur  ABCA^B^C^  eine  vierseitige  Curve  von  der  Glei- 
ag: 

XaSCbXc(aiXu'^b^Xb'^c^a'c)  «=  ü 

;en  wir 

U  =  nSa  £aja 
luden  wir: 

du 

31^  =  |6  f c(2öri  ia + ^1  J&  +  Ci  f  t) 

Ft  eine  Gerade  die  Seiten  BC  des  Dreiecks  ABC  iuylj,  und  con- 
irt  man  die  gerade  Polare  des  Punktes  J  in  Bezug  auf  die  Drei- 
3  AB^Cj^'^  so  treffen  diese  nach  Caylay  die  BC  in  Punkten  einer 
adcn  von  der  Form 

Curve  U  des  vierten  Grades  bestehe  aus  vier  Geraden: 


n  ist 


Ea^Xa  =  £(UXa  =^  21a-yXt,  =  2(t^Xa  =  0 
dSa         5i         bj»         S3         J4 


-Sa»  ff/  =  Si 
Harmonikaie  von  £  in  Bezug  auf  das  Dreiseit 

Ua^Xa.  £a^Xa,  ^(t^Xa  =  Ü 


die  Form 


ist  identisch: 


«2   I    «f:j   ,    (fjL 
^i       ?3       Si 


I     «3    1     ^'4 


t"  +  Cfj      «1      «1 
^1 


l  +  A   ^1   ft 


=  ü 
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XXIX. 


Miscellen. 


1. 

Weiterer  Beitragr  zur  Theorie  der  Cissoide*). 

I. 

Von  einem  Punkte  P  in  der  Ebene  der  Cissoide  kann  man  zu 
dieser  drei  Tangenten  legen  und  die  Berührungspunkte  derselben 
bilden  ein  Dreieck,  das  Berührungsdreieck.  Wir  wollen  nun  unter- 
suchen, welches  der  Ort  der  Punkte  ist,  für  welche  der 
Flächeninhalt  des  Berührungsdreiecks  constant  ist 

Es  seien  ar,  y  die  Coordinatcn  des  Punktes  1\  und  die  Parameter 
der  Berührungspunkte  ergeben  sich  als  Wurzeln  nachstehender  Glei- 
chung 

2f*5y  —  x{l  +  aii«)  +  a  =  0  (1) 

welches  die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  u  der  Cissoide  ist, 
wenn  die  Coordinaten  ihrer  Punkte  als  rationale  Functionen  des 
Parameters  dargestellt  werden,  nämlich 


a 


X  = 


y  = 


1-fu« 


a 


(2) 


Ordnen  wir  die  Gleichung  (1)  nach  den  fallenden  Potenzen  von  u, 
so  erhalten  wir 


*)  Siehe  diese«  Archiv:  Rationale  ebene  Carven.  Teil  &6.  ^«l^.  V44.  «,Qmv^ 
Bdtng  sar  Theorie  der  CiMoide,  ibid.  Teil  &7.  ^^.  ^^^. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Ballctiuo  dl  bibliografia  c  di  storia  dcllc  scicuzo  matcmaticho  e 
fisiche.  Pabblicato  da  B.  Boucompagni.  Tomo  X.  Roma  1877. 
npografia  dclle  scicuzc  matcmaticho  e  fisiche. 

Der  Inhalt  der  letzten  G  Hefte  ist  folgender: 

7.  Heft.  Sigmund  Günther:  Ueber  die  Anfänge  und  Ent- 
wickelungsstafeu  des  Princips  der  Coordinaten.  Ins  Italicnische  über- 
setzt von  Giovanni  Garbieri. 

8.  Heft.  Piotro  Riccardi:  Ueber  ein  kleines  Werk  von  Fran- 
cesco dal  Sole.  Ungedruckte  auf  ihn  bezügliche  Documente.  B.  Bou- 
compagni: Ueber  das  Wort  „Curaulo",  von  Francesco  dal  Solo  ge- 
braucht im  Sinne  von  tausend  Millionen. 

9.  Heft.  Paul  Mansion:  Die  Mathematiker  in  Belgien  in  den 
Jahren  1871,  1873,  1874,  1875. 

10.  Heft.  Schluss  des  Vorigen.  Pietro  Riccardi:  Brief  an 
B.  Boncompagni  zur  Berichtigung  einer  Aussago  betreffend  Biagio 
Pelacani  in  der  obigen  Schrift  von  Günther. 

11.  Heft  P.  Treutlein:  Ueber  einige  ungedruckte  Schriften  be- 
iflglich  auf  das  Rechnen  mit  dem  Abacus.  Ins  Italienische  übersetzt 
Ton  Alfonso  Sparagna.    WörtlicUo  M\ltiie\\\i\i%  ^«wst  '^Osstv^nskol. 
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Annali  di  matematica  pnra  ed  applicata  diretti  dal  prof.  Pran- 

ccsco  Brioschi  in  Milano  colla  cooporaziouc  dci  professori:  Luigi 
Crcmona  in  Roma,  Enrico  Betti  in  Pisa,  Engcnio  Bcltrami 
in  Pavia,  Felico  Casorati  in  Pavia.  Serie  II.  Tomo  VIII.  Mi- 
lano 1877.    G.  Bernardoni. 

Der  Inhalt  ist  folgender: 

Christof  fei.  Ueber  eine  besondere  Classc  von  ganzen  Func- 
tionen und  Kettenbrüchen. 

Bertini.  Ueber  eine  Classe  eindeutiger  involu torischer  Trans- 
formationen.   Berichtigung. 

Brioschi.    Ueber  eine  Classe  binärer  Formen. 

C  leb  seh.  Ueber  die  Theorie  der  binären  Formen  der  6.  Ord- 
nung und  die  Trisection  der  hyperelliptischen  Functionen.  (Fcrts. 
u.  Schluss). 

Lucas.  Neue  Theorie  der  BernouUi'schen  und  Euler'schen  Zahlen. 

Christoffel.  Untersuchungen  über  die  mit  dem  Fortbestehen 
linearer  partieller  Differentialgleichungen  verträglichen  Unstetigkeiten. 

Geiser.  Ueber  die  quadratische  Gleichung,  von  welcher  die 
Ilauptaxen  eines  Kegelschnitts  im  Baume  abhängen. 

Dini.  Ueber  einige  Functionen,  die  in  einem  ganzen  Intervall 
keine  Derivate  haben. 

Betti.  Ueber  die  dreifachen  Systeme  isothermer  und  ortho- 
gonaler Flächen. 

Dini.  Ueber  die  geographische  Abbildung  einer  Fläche  auf 
einer  andern. 

Lucas.  Grundformeln  tricircularer  und  tetrasphärischer  Geometrie. 

Christof  fei.  Ueber  die  Fortpflanzung  von  Stösscu  durch  ela- 
stische feste  Körper. 

Bertini.  Untersuchungen  über  eindeutige  involutorische  Trans- 
formationen in  der  Ebene. 

Hirst.    Note  über  die  Correlation  zweier  Ebenen. 

Betti.  Ueber  die  Bewegung  eines  Systems  von  beliebig  sich 
einander  anziehenden  oder  abstossonden  Punkten. 

Jonquieres.  Note  über  einige  Fundamentaltheoremo  in  der 
Theorie  der  algebraischen  Curven  und  Flächen,  und  über  ein  allge- 
meines Gesetz,  aus  dem  man  sie  ableiten  kann. 


lg  Litterariscker  Btrkki  CCXtVI, 


Eckeu  eines  Quadrats,  8  Lichtcentra  gleiclicr  Intensität,  3  Lichtcentra 
gleicher  Intensität  in  den  Ecken  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  4 
Lichtcentra  derselben  Intensität  in  den  Ecken  eines  Rechtecks. 

H. 


Das  Brachy-Teleskop.  Erfunden  und  construirt  von  J.  Förster 
und  K.  Fritsch.  Für  Freunde  der  Ast^-onomie,  Militärs,  Touristen 
etc.  verfasst  von  K.  Fritsch,  Optiker  und  Mechaniker,  Wien,  VI. 
Gumpendorferstr.  Nr.  31.  Mit  5  Holzschnitten  und  1  Lichtdruck- 
tafel.   Wien  1877.    Selbstverlag.    16  S. 

Von  der  Leistung  des  neuen  Instruments,  dessen  Erfindung  für 
den  Zweck  bestimmt  ist,  weniger  Bemittelten  für  das  praktische  Stu- 
dium der  Astronomie  mit  Entbehrlichkeit  grosser  Fernrohre  zu  dienen 
und  zugleich  Transport  und  Aufstelluug  ohne  jegliche  Umstände  zu 
ermöglichen,  sagt  der  Verfasser,  dass  es  so  klein  und  leicht  ist,  dass 
es  von  der  Hand  eines  Kindes  getragen  werden  kann,  während  ein 
Mann  Mühe  hat,  ein  Instrument  gleicher  Leistung,  aber  nach  bis- 
herigen Systemen  verfertigt,  zu  tragen.  Die  Schrift  geht  zuerst  die 
Reihe  der  successiven  Verbesserungen  und  Spiegelteleskope  bis  zum 
Ilerscherschen  durch,  und  beschreibt  dann,  wiewol  sehr  ungenügend, 
das  erfundene,  welches  gleichfalls  ein  solches  und  zwar  mit  zweimali- 
ger Reflexion  ist,  so  dass  das  Auge  den  Stern  direct  vor  sich  hat. 
Beide  Spiegel  sind  von  versilbertem  Glas.  Der  grössere,  auf  den  der 
Strahl  zuerst  auffallt,  ist  parabolisch  geschliffen  und  befindet  sich 
neben  dem  Ocularrohr,  der  zweite,  kleinere,  ein  Planspiegel,  in  eini- 
ger Entfernung  vor  demselben.  Hierauf  wird  von  der  Behandlung 
des  Apparats,  dann  erst  im  allgemeinen  von  den  Vorzügen  der  Re- 
flectoren  vor  den  Refractoren  gesprochen,  dann  insbesondere  folgende 
Vorzüge  des  gegenwärtigen  Brachytelcskops  genannt.  Der  grosse 
Spiegel  ist  nicht  durchbrochen,  daher  das  Bild  eine  grosse  Lichtstürke 
und  Schärfe  besitzt.  Der  kleine  Spiegel  steht  nicht  mitten  im  Strab- 
lengaugo  des  grossen,  welcher  Umstand  ebenfalls  zur  Vermehrung  der 
Helligkeit  und  Präcision  des  Bildes  beiträgt.  Das  Instrument  ist  viel 
kürzer  als  ein  Newton'sches.  Der  Gegenstand  ist  vor  dem  Beobach- 
ter, nicht  links  von  ihm  oder  gar  hinter  ihm,  was  für  die  Oricntirung 
angenehmer  ist.  Im  Anhang  emplichlt  der  Verfasser  ein  Spectro- 
meter  mit  Doppelaxen  -  System ,  welches  in  Lichtdruck  abgebildet  ist 
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Mathematisch-naturwissenschaftliche  Section. 


1.    Für   das  Jahr    187  8. 

Die  EntWickelung  des  rcciproken  Werthcs  der  Eutftniung  r  zweier 
Pnukto  spielt  in  astronomischen  und  physikalischen  Problemen  oiuo 
hervorragende  Rolle.  In  der  Theorie  der  Transformation  der  ellip- 
tischen Functionen  wird  die  zuerst  von  Cauchy  entdeckte  Gleichung 
bewiesen 


(TTif  intt*  9.7ö'  Iß-»//' 


■■■■)= 


Ttr^ 


4^r* 


Owf« 


16.71« 


=  1  +  26'     «•~+2e      «•■+2«     «*  +2e" 


•    •    » 


in  welcher  mit  Rücksicht  auf  die  zu  erzielende  Genauigkeit  die  jmsi- 
tive  willkürliche  Constante  a  so  gross  gewählt  werden  kann,  das^s  die 


TT«' 


Exponentialgrösso  e     '**  vernachlässigt  werden  darf.  Alsdann  bat  mau 


a 


7t  r^ 


4;yr» 


971  r^ 


-  =  1+2«     «'  +  2«      "•+2c      «•+... 

eine  Reihenentwickelung  von  ungemein  rascher  Convcrgenz.  Es  steht 
zu  erwarten,  dass  eine  auf  die  vorstehende  Formel  gegründete  Eut- 
Wickelung  der  SWrungsfunction  in  dem  Problem  der  drei  Köri>er  sich 
für  die  numerische  Rechnung  als  vortheilliaft  erweisen  werde.        ^ 

Die  Gesellschaft  wünscht  eine  unter  dem  ange- 
deuteten Gesichtspunkte  ausgeführte  Bearbei- 
tung des  Störungsproblems  zu  erhalten. 
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CCXLVII. 


Metliode  und  Principien. 

Die  Ausdehnungslehro  von  1814  oder  Die  liuoalc  Ausdobnungs- 
lehre  ein  uouor  Zwuig  der  Mathematik  dargesti*llt  und  durch  An- 
wendungen auf  die  übrigen  Zweige  der  Mathematik,  wie  auch  auf  die 
Statik,  Mechanik,  die  Lehre  vom  Magnetismus  und  die  Kr3'sta11()nomie 
erlüntert  von  Hermann  Grassmann.  Zweite,  im  Text  unverän- 
derte Auflage.    Mit  1  Tafel.    Leipzig  187^    Otto  Wigand.  m\  S. 

Der  Verfasser  will  durch  einige  Einführungen  zu  einer  einfachem, 
mehr  liarmonischeu  Gestaltung  der  Elemente  der  Mathematik  und  der 
genannte  Zweige  gelangt  sein.  Als  Summe  von  Punkten  betrachtest 
er  ihren  Schwei-punkt,  als  Producte  von  2.  3,  4  Punkten  bzhw.  die 
Vcrbiudungsstrecke,  die  Dreiecksfläche,  den  Tctraederinhalt,  als  Pro- 
ducte von  Linien  und  Ebenen  deren  Schnitte.  Bei  Vertauschuug  der 
Factorcn  müsse  das  Vorzeichen  beider  gewechselt  werden.  Der  Winkel 
soll  erst  im  2.  Teile  vorkommen,  der  noch  zu  erwarten  ist.  Da  das 
Buch  in  1.  Auflage  bereits  genügende  Aufmerksamkeit  und  Würdigung 
erfahren  hat,  so  mochte  es  überflüssig  sein  die  Frage,  ob  es  einen 
wirklichen  Fortschritt  enthalte,  auts  neue  zu  beleuchten.  Wenn  je- 
mand sich  lieber  mit  Symbolen  als  mit  eigentlichen  Grössen  und  Ge- 
bilden beschäftigt,  so  müssen  wir  ihm  das  als  Geschmackssache  über- 
lassen, jeden  Versuch  aber  damit  einen  Einfluss  auf  den  Elementar- 
unterricht zu  üben  als  verderblich  bezeichnen. 

H. 
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Anhang  1.  Ucber  Diffcrcntiantcn  ausgedrückt  in  den  Differenzen 
der  Wurzeln  ihrer  verwandten  Quantics. 

Anhang  2.    Ucber  Herraito's  Reciprocitätsgesetz  (unbeendigt). 

Dass  der  bereits  hinreichend  bekannt  gewordene  Artikel  über  den 
irredncibeln  Fall  hier  die  lange  vergeblich  gesuchte  Aufnahme .  ge- 
funden hat,  giebt  der  Aufmerksamkeit  der  Redaction  kein  sonderliches 
Zcugniss.  H. 


Modell  fiii'  den  ersten  Unterricht  in  der 

Goniometrie. 

Der  Unterzeichnote  gibt  bekannt,  dass  jenes  Modell,  welches  er 
im  61.  Bande  dieses  ,^chivs^^  auf  S.  108.  beschrieben  n.  abgebildet 
hat,  von  ihm  käuflich  zu  beziehen  ist. 

Preis  40  Mark. 

F.  Hoza, 

Professor  in  Königgräz. 

(Das  erste  Exemplar  wurde  an  die  Kantonschulc  zu  St.  Gallen 
geliefert). 


